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1 Einleitung 
Die Erzeugung von Werkstoffen ist einem ständigen technischen und wirtschaftlichen 
Wandel unterworfen. Im Fall der Stahlerzeugung arbeitet z. B. der Hochofen, in dem 
aus Erzen Roheisen hergestellt wird, kontinuierlich; er wird aber diskontinuierlich 
entleert. Die Stranggießanlagen, in denen das flüssige Metall am Ende der prozess-
metallurgischen Behandlung erstarrt, werden ebenfalls kontinuierlich betrieben. Im 
Hinblick auf die Wirtschaftlichkeit des gesamten Produktionsprozesses, auf die ge-
naue und (zeitlich) gleichbleibende Einstellung der chemischen Zusammensetzung 
und der Qualität des Produktes ist man bestrebt, die bisher diskontinuierlichen Zwi-
schenschritte durch kontinuierliche Prozesse zu ersetzen. Das gilt auch unter der 
Zielvorstellung eines gleichmäßigen, optimalen Betriebes und der günstigen Auslas-
tung der Anlagen. Ebenso lassen sich die Umweltschutzaspekte und das Recycling 
der Abfall- bzw. Reststoffe am besten mit kontinuierlichen Prozessen erreichen. 
Zusätzlich wird man bei dieser Verfahrensweise eine Einsparung von Energie und 
Rohstoffen erzielen. Diese Vorteile gelten nicht nur für die oben als Beispiel erwähn-
te Herstellung von Stahlwerkstoffen, sondern man kann sie auch für viele andere 
Metallgewinnungs- und –recycling- Verfahren erwarten, die in der mittelständischen 
Industrie angewendet werden. Dies zeigt beispielsweise die Entwicklung der Sauer-
stoffmetallurgie, die unter Einsatz von reinem O2 zuerst bei der Stahlherstellung 
entwickelt und großtechnisch Eingesetzt wurde und später u. a. auch bei der Gewin-
nung von Kupfer Verwendung fand.  
Die Reaktionstechnik der Gegenstromführung wird in der Erz- und Metallaufbereitung 
vielfach angewendet. Standardwerke der extraktiven Metallurgie (vergl. z. B. T. Ro-
senquist, R. D. Pehlke [ 1 ], [ 2 ]) geben Beispiele an für Kupfer-, Zink- und Roheisen-
Gewinnungsverfahren mit halbkontinuierlichen und kontinuierlichen Prozessschritten 
(Rückführung von Raffinationsschlacken, hydrometallurgische Prozesse etc.), im 
Gegenstrom. Die Übertragung dieser Verfahrensweise auf den Bereich hoher Pro-
zesstemperaturen und schmelzflüssige Phasen geht bis zum Ende des 19. Jahrhun-
derts zurück, wie beispielsweise Patentschriften des Deutschen (damals Kaiserli-
chen) Patentamtes zeigen [ 3 ].  
Die neuen Verfahrenstechniken, die in der Prozessmetallurgie die Batchreaktoren 
durch kontinuierlich arbeitende Reaktoren ersetzen sollen, weil diese u. a. kleinere 
Abmessungen, geringeren Energiebedarf, infolgedessen auch kleinere Investitions- 
und Betriebskosten also eine bessere Wirtschaftlichkeit haben, können ein wichtiger 
Faktor im internationalen Wettbewerb sein. 
In den sechziger und siebziger Jahren ist der Ersatz einzelner diskontinuierlicher 
Zwischenprozesse durch kontinuierlich betriebene Prozesse vor allem aus Wirt-
schaftlichkeitsgründen im internationalen Rahmen mehrfach untersucht worden, 
ohne dass aus den konkurrierenden Lösungsvorschlägen einheitliche Folgerungen 
für den Verfahrensablauf gezogen wurden. Der Aspekt des Umweltschutzes wurde 
dabei allerdings außer Acht gelassen. Trotz dieser Arbeiten an Pilotanlagen für die 
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Gegenstrommetallurgie bei hohen Temperaturen fehlen immer noch Grundlagenun-
tersuchungen über viele Einzelschritte, deren Kenntnis für die Optimierung des Ge-
samtprozesses notwendig ist. Des weiteren fehlen überprüfte Modelle, mit denen 
sich zum Beispiel ermitteln lässt, wie der Verlauf der Begleitstoffkonzentrationen 
stromabwärts im Reaktor für die Prozessoptimierung zu steuern ist.  
 
Das konsequente metallurgische Konzept des Gegenstromprinzips ist eine Ge-
genstromrinne mit möglichst geringer Rückvermischung, so dass sich exakte, stabile 
Konzentrationsprofile über die Länge des Rinnenreaktors einstellen. Ähnlich vorteil-
haft kann eine Reaktorkaskade betrieben werden, bei der definierte Verfahrensabläu-
fe gewährleistet sind, z.B. durch die prozesstechnische Trennung in einzelne Reakto-
ren. Somit können sich in der Kaskade nur innerhalb der Reaktoren konvektive 
Strömungen ausbilden. Die Wellenbewegung des Metalls, verursacht durch das den 
Metalltransport in der Rinne bewirkende Wanderfeld, kann in der Kaskade durch eine 
getrennte Förderung von Metall und Schlacke zwischen den Reaktoren eliminiert 
werden.  
Die Kaskade ist der Rinne aufgrund der genannten Eigenschaften vorzuziehen, kann 
aber unter bestimmten Randbedingungen einer Rinne gleichgesetzt werden. Sche-
matische Abbildungen des Rinnenreaktors und der Kaskade befinden sich auf Seite 
157 in Abbildung 12-1 und Abbildung 4-3 auf Seite 80.  
Die in dieser Arbeit beschriebenen neuen modelltechnischen Untersuchungsmetho-
den und mathematischen Berechnungen sollen zu einem besseren Verständnis der 
Extraktionsvorgänge in einer Gegenstromkaskade beitragen, insbesondere wenn 
eine Anreicherung eines Stoffes im Gegenstrom angestrebt wird.  
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2 Stand der Technik 
In Deutschland haben vor allem H. Schenck, E. Steinmetz an der RWTH Aachen 
bzw. Fried Krupp Hüttenwerke und K. Koch an der TU Clausthal sich ausführlich mit 
den kontinuierlichen Hochtemperaturverfahren zur Werkstofferzeugung beschäftigt 
und gemeinsam mit ihren Mitarbeitern dazu neue Verfahrenswege vorgeschlagen 
und untersucht. 
Koch und Mitarbeiter haben sich mit Experimenten und Modelluntersuchungen zum 
Sprühfrischen (Dispersionsfrischen) sowie zur Gegenstromrinne beschäftigt ([ 3 ] bis 
[ 13 ]). Die Laboruntersuchungen zum Sprühfrischen (cf. [ 3 ], [ 4 ]), bei denen eine 
im Tamman - Ofen erschmolzene Legierung unter der Wirkung der Schwerkraft als 
Freistrahl abgelassen, dann durch das Sprühgas aus einer konzentrischen Ringdüse 
in Tropfen versprüht und in einem Wasserbad aufgefangen wurde, ergaben einen zu 
hohen FeO - Gehalt der dispergierten Phase und eine geringe Entkohlung, so dass 
die Effektivität weit kleiner war als erhofft. 
K. Koch hat gemeinsam mit E. Wulfmeier ([ 11 ] bis [ 13 ]) und E. Korte ([ 7 ], [ 9 ], [ 
10 ]) die Durchmischungs- und Strömungsvorgänge rechnerisch und in Kaltmodellen 
von Rührkesseln, mehrstufigen Kaskaden und Rinne für die Entkohlung von Schmel-
zen beim Sauerstoffaufblasen untersucht. Die Versuchsanordnungen sind schema-
tisch in Abbildung 2-1 [ 11 ] dargestellt. Sie erhielten das Ergebnis, dass die geomet-
rische Grundform der Reaktoren sowie die Positionen und Anzahl der Lanzen großen 
Einfluss auf die Ausbildung der Strömungsfelder haben. Insgesamt folgern sie, dass 
die achtstufige Kaskade das günstigste Strömungsprofil mit engem Verweilzeitspekt-
rum und geringer Rückvermischung hat. Auch im Rinnenreaktor liegt ein hinreichend 
guter Durchmischungszustand in Abhängigkeit von den Betriebsbedingungen vor, 
wobei vermutlich die Rinne aus betrieblichen Gründen zu bevorzugen ist, da sie das 
einfachere Grundaggregat ist. Außer Strömung und Vermischung hat auch die ge-
zielte Steuerung des Phasenkontakts zwischen Metall und Schlacke für die Effektivi-
tät des Prozesses Bedeutung, den Koch und Mitarbeiter dadurch untersuchten, dass 
sie das Wasser mit Öl überschichteten und die dispergierende Wirkung des aufge-
blasenen Gases feststellten (siehe z. B. [ 8 ] bis [ 10 ]).  
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Abbildung 2-1: Grundtypen der Reaktormodelle für Rührkessel, Kaskaden und Rinne [ 11 ] 
M. G. Frohberg und Mitarbeiter [ 14 ] haben in Kaltmodellversuchen für einen boden-
blasenden Konverter die Größenverteilung und Häufigkeit der in Wasser dispergier-
ten Öltropfen gemessen und daraus die Stoffaustauschfläche ermittelt. Durch Mes-
sung des Stoffübergangs von Caprylsäure als Tracersubstanz unter Dispersionsbe-
dingungen wurde die Stoffübergangsgeschwindigkeit als Produkt aus Stoffübergang 
und Austauschfläche für die Mengenverhältnisse des Tracers ermittelt, mit denen 
Begleiter wie z. B. Phosphor und Schwefel in Metall und Schlacke auftreten. Die 
gefundenen Werte sind mit den betrieblichen Ergebnissen der Restentkohlung ver-
gleichbar. Mit betrieblichen Stoffumsätzen beim Sauerstoffaufblasverfahren hat sich 
H.-J. Nierhoff befasst [ 15 ]. Er untersuchte vorwiegend den Stoffumsatz an den 
Metalltropfen in den Schlacken und kam zu dem Schluss, dass in den Tropfen eine 
Kohlenstoffdiffusion durch die Grenzschicht besteht, die die Reaktionsgeschwindig-
keit bestimmt, und dass der Stoffumsatz vom Sauerstoffpotential abhängt. 
 
Einen Vergleich der unterschiedlichen, in Abbildung 2-2 bis Abbildung 2-4 [ 4 ] sche-
matisch dargestellten und nach Dispersions-, Rinnen- und Kaskadenverfahren ge-
ordneten Prozesse haben K. Koch und W. Domröse ([ 3 ], [ 4 ]) sowie M. Fischer       
[ 16 ] durchgeführt. Sie kommen zusammenfassend zu folgenden Ergebnissen: 
- In Kaskadenverfahren (Spalte 2 in Abbildung 2-4) wird für den Fall, dass in den 
einzelnen Stufen jeweils nur ein Begleitelement entfernt wird, mehr Schlacke er-
forderlich, wodurch sich die Gesamtschlackenmenge vergrößert. 
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- Sprühfrischverfahren (Dispersionsfrischen) (Abbildung 2-3) erfordern eine kompli-
zierte Technik und zeigen eine große Rückoxidation sowie eine geringe Entkoh-
lungswirkung, mithin eine geringe Effektivität. 
- Zuzüglich haben Emulsionsreaktoren (z.B. IRSID-Verf. in Abbildung 2-3c) oft die 
Nachteile eines erhöhten Schlackenbedarfs. 
- Bei kontinuierlich betriebenen Konvertern (Durchlaufkonverter) (z.B. Duisburg-
Verf. in Abbildung 2-3d) schränkt das frisch zuströmende Metall die Reinheit des 
abfließenden ein. 
- Der Rinnenreaktor hat bei Gegenstromfahrweise (Abbildung 2-4 Spalte 1) eine 
große Raffinationseffektivität mit geringen Schlackenmengen. Der WOCRA-
Reaktor (vergl. Abbildung 2-4g) bietet für eine verbesserte Stoffnutzung beste 
Voraussetzungen, hat jedoch zur Wanderfeldrinne (vergl. Abbildung 2-4h) nach 
Steinmetz den Nachteil eines wesentlich geringeren Durchsatzes sowie einer 
schlechteren Regelbarkeit der Stoffströme (Rückvermischung, Toträume etc.). 
Die obenstehende Bewertung deckt sich mit den Ergebnissen, zu denen eine um-
fangreiche europäische Studie aus dem Jahre 1995 kommt [ 17 ].  
 
 
Abbildung 2-2: Wege der kontinuierlichen Stahlerzeugung [ 4 ] 
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Abbildung 2-3: Verfahrensvorschläge zur kontinuierlichen Stahlerzeugung beim Roheisenweg: 
a)BISRA; b) VÖEST; c) IRSID, d) Duisburg [ 4 ] 
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Abbildung 2-4: Verfahrensvorschläge zur kontinuierlichen Stahlerzeugung beim Roheisenweg: 
e) Bethlehem - Steel; f) Fuji - Steel; g) WORCRA; h) Aachen; i) ENRIM; k) MISiS 
- Konverter; l) MISiS - Herd; m) Thring [ 4 ] 
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Kontinuierlich arbeitende Gegenstromverfahren bieten nicht nur eine bessere Stoff- 
und Energieausbeute und bessere Automatisierbarkeit gegenüber diskontinuierlichen 
Batchverfahren, sondern auch die Möglichkeit zur Anreicherung einzelner Begleit-
elemente. Weitere Vorteile sind u. a. die Einsparungen an Investitionskosten und der 
bessere thermische Gesamtwirkungsgrad, was eine wesentliche Energieeinsparung 
nach sich zieht. Eine weitere Verbesserung der Verfahrensweise liegt in einer inten-
siven Nutzung der Schlacke beim Gegenstromverfahren.  
Bei den kontinuierlichen Gegenstromverfahren muss sich das System nach dem 
Starten einpendeln, bevor es den stationären Zustand erreicht. Der stationäre Zu-
stand ist von der Art der physikalischen Phasenbewegung abhängig, die sich sowohl 
im makroskopischen Bereich [ 18 ] als auch in der Nähe der Phasengrenze innerhalb 
der Strömungs- und der Diffusionsgrenzschicht einstellt ([ 6 ], [ 7 ], [ 8 ]). Gemäß der 
von H. Schenck ([ 19 ], [ 20 ]) vorgeschlagenen Unterteilung in permanenten, transi-
torischen bzw. umgekehrt transitorischen und Gegenstrom-Phasen-Kontakt, sind - 
entsprechend der Berücksichtigung der Randbedingungen – praktisch verwertbare 
Gleichungen zu Bearbeitung der Konzentrationsverläufe hergeleitet worden.  
Unter besonderen Bedingungen kann sich bei den Gegenstromverfahren ein Stoff-
kreislauf bilden, der zu einer Anreicherung führt. Diese Anreicherung im Gegenstrom 
beruht auf der Tatsache, dass sich – unter dem Einfluss eines Konzentrationsgefäl-
les eines Reaktanden, z.B. eines Sauerstoffpotentialgefälles, innerhalb eines lang 
gestreckten Reaktionsraumes – die Intensität und die Richtung des Stoffaustausches 
eines sauerstoffaffinen Elements zwischen Metall und Schlacke abhängig vom Ort 
ändert. Im Beispiel eines Sauerstoffpotentialgefälles wird bei niedrigem Sauerstoffpo-
tential ein Teil des Oxids reduziert und der betrachteten Stoffe in das Eisen überführt. 
Folgerichtig transportiert die Eisenphase das Begleitelement bis in den Teilraum mit 
genügend hohem Sauerstoffpotential, wo durch Oxidation eine Überführung in die 
Schlacke erfolgt. Dadurch entsteht ein innerer Kreislauf des Stoffes bis zu einer An-
reicherung, bei der Zufluss und Abfluss des betrachteten Stoffes sich ausgleichen.  
Die theoretischen Grundlagen zur Anreicherung von Legierungselementen in der 
Metallphase im Gegenstrom gehen aus den bereits oben erwähnten Überlegungen 
von E. Steinmetz hervor [ 18 ]. Infolge der Potentialgefälle kommt es in der Ge-
genstromrinne sogar zu Konzentrationsmaxima von Legierungs- bzw. Begleitelemen-
ten in der Schlacke und im Metall ([ 18 ] bis [ 20 ]). Die Lage und Höhe des Maxi-
mums hängt ab vom Verlauf des Sauerstoffpotentials über dem Reaktionsraum, von 
den Stoffkenngrößen (Gleichgewichtskonstanten, Sauerstoffaffinität, Konzentration 
und Stoffübergangskoeffzienten) des Legierungs- bzw. Begleitelementes sowie den 
Betriebsparametern (Durchfluss, Massenverhältnis der Phasen und Phasengrenzflä-
che). Die durchgeführten theoretischen Untersuchungen zum Stoffaustausch zwi-
schen zwei bewegten Phasen lieferten Gleichungen, mit denen u.a. der Stoffumsatz 
im Gegenstrom beschrieben werden kann ([ 24] bis [ 32 ]). 
In einer neueren Untersuchung hat M. Fischer [ 16 ], wie oben schon erwähnt, einen 
umfassenden Überblick über die bisherigen Untersuchungen zur kontinuierlichen 
Stahlerzeugung gegeben. Dabei wurden außerdem die Ergebnisse der praktischen 
Versuche, über die in der Literatur berichtet wurde, miteinander verglichen und mit 
Stand der Technik 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 22 - 
Hilfe von theoretischen, verfahrenstechnischen Kriterien bewertet. Aus dieser Erörte-
rung folgt, dass Gegenstromverfahren bei konsequenter Anwendung allen diskonti-
nuierlichen Verfahren überlegen sind und vom theoretischen Standpunkt aus sogar 
eine höhere Stoffausnutzung und folglich niedrigere Gehalte an unerwünschten Be-
gleitelementen im Stahl erwarten lassen. M. Fischer hat mit Hilfe dieser Gleichungen 
für mehrstufige Verfahren, wie beispielsweise dem als zweistufige Gegenstromreak-
torkaskade ausgelegten IRSID - Verfahren, den Stoffumsatz quantitativ erfasst         
([ 16 ], [ 33 ]). Dabei zeigte sich, dass nur die kontinuierlich arbeitende, n-stufige 
Gegenstromreaktorkaskade und die Gegenstromrinne, als gedankliche Weiterfüh-
rung der Kaskade mit ∞→n , eine höhere Leistungsfähigkeit besitzen als das her-
kömmliche, diskontinuierlich arbeitende LD-Verfahren. Ein weiterer Aspekt der ge-
nannten Arbeit war die Anreicherung im Gegenstrom. 
Um die Anreicherung sauerstoffaffiner Elemente und die Ausbildung des Maximums 
zu beschreiben, erweiterte M. Fischer die früheren Gleichungen ([ 25 ] bis [ 32 ]) um 
einen Term, der den Einfluss des Sauerstoffs als Reaktionspartner berücksichtigt      
[ 16 ]. Für eine erste Näherung wurde dabei ein konstantes, lineares Gefälle des 
Sauerstoffpotentials bzw. der Sauerstoffkonzentration vorgegeben. Mit diesem An-
satz war es möglich, Differentialgleichungen für zweistufige Kaskaden aufzustellen, 
welche den Stoffumsatz beschreiben. Im Fall des Gegenstromrinnenreaktors ließen 
sich für diese Differentialgleichungen analytische Lösungen finden, die eine Festle-
gung der Maxima in beiden Phasen in Abhängigkeit von den Stoffkenngrößen, dem 
Massendurchfluss und weiteren Parametern erlauben. Die weiterführenden Überle-
gungen, die innerhalb der Arbeit von M. Fischer nicht mehr angegangen werden 
konnten, legen es nahe, auch die mehrstufige Gegenstromkaskade ( 2≥n ) und Ge-
genstromrinne ( ∞→n )theoretisch zu untersuchen. Die Verfügbarkeit solcher leicht 
zu handhabenden, analytischen Lösungen erleichtert die praktische Auslegung und 
Optimierung verfahrenstechnischer Anlagen erheblich. Der geringere Aufwand, der 
mit solchen Lösungen im Vergleich zu iterativen, numerischen Verfahren verbunden 
ist, stellt eine wichtige Voraussetzung für die Nutzung dieser Gleichungen in pro-
zessbegleitenden Rechnungen, Anlagensteuerungen oder Prozessleitverfahren dar   
[ 22 ]. 
Zur Realisierung der kontinuierlichen Gegenstromführung von Metall und Schlacke 
wurde nach einem Vorschlag von E. Steinmetz und H. Schenck die elektromagneti-
sche Gegenstromrinne entwickelt ([ 25 ] bis [ 40 ]). Bei diesem Verfahren wurde mit 
einer elektromagnetischen Wanderfeldpumpe das flüssige Metall bergauf gefördert; 
die elektrisch nicht oder nur sehr schlecht leitende Schlacke fließt dagegen unter 
dem Einfluss der Schwerkraft bergab dem Metall entgegen. Auf diese Weise erreicht 
man eine eindeutige Gegenstromführung von Metall und Schlacke. Aus diesen  Un-
tersuchungen zum Stoffaustausch bei Metall-Schlacke-Reaktionen folgte, dass mit 
einer Gegenstromführung beider Phasen eine selektive Anreicherung bestimmter 
Begleitelemente (z. B. Cr, V, P, Nb) im Metall und in der Schlacke möglich ist ([ 26 ],    
[ 40 ]). 
Die Betriebsversuche zur Entschwefelung von Roheisen mit Soda auf einer 6 m 
langen elektromagnetischen Wanderfeld - Förderrinne haben gezeigt, dass Metall-
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Schlacke-Reaktionen im Gegenstrom mit einem günstigen Wirkungsgrad ablaufen     
[ 54 ]. Entsprechend der theoretischen Vorüberlegungen bewiesen weitere Untersu-
chungen auf einer 12 m langen elektromagnetischen Gegenstromrinne, dass hohe 
Stoffumsetzungen zwischen Roheisen und oxidischer Schlacke möglich sind [ 41 ]. 
Im Rahmen dieser Studien wurden u. a. bei phosphorreichem Roheisen eine Absen-
kung des Siliziumgehaltes von 0,22 auf 0,03 % Si und des Phosphorgehaltes von 
1,85 auf 0,23% P bereits auf den ersten sechs Metern festgestellt. Die Abschätzun-
gen aus der Bilanz zeigten, dass die Gasphase in die Reaktionsbetrachtungen im 
Rinnenreaktionsraum mit einbezogen werden muss. Es kommt zur Ausbildung von 
Potentialgefällen – auch des bereits erwähnten Sauerstoffpotentialgefälles. Die expe-
rimentellen Untersuchungen ergaben eine gute Übereinstimmung der Berechnungen 
mit dem Experiment [ 41 ]. 
Die Führung des Prozesses über einen längeren Zeitraum war damals aufgrund der 
hohen Temperaturen und der thermischen Ausdehnung des feuerfesten Materials 
schwierig. Diese Probleme, die anfangs insbesondere in Durchbrüchen des Metalls 
zum Induktor bestanden, könnten beim heutigen Wissensstand mit geeigneten kon-
struktiven Maßnahmen beseitigt werden. Die erosive Wirkung der hoch FeO - halti-
gen Schlacke am Konverteraustritt im oberen Rinnenbereich könnte durch eine star-
ke Kühlung, die eine sich selbst bildende Schutzschicht aufbaut oder durch konstruk-
tive Maßnahmen wie moderne Feuerfestmaterialien eliminiert werden. Auch im Falle 
der Induktiven Rührspule und Mischern ist es gelungen die Feuerfesterosion zu re-
duzieren, (vergl. [ 55 ]). Derartige Maßnahmen sind im großtechnischen Prozess 
sehr kostenintensiv; deshalb müssen die bisherigen theoretischen Ableitungen an 
kalten verfahrenstechnischen Versuchsmodellen verifiziert werden, um ggf. die kon-
struktiven Maßnahmen später gezielt einzusetzen. 
Die Anreicherung einzelner Komponenten in Stoffgemischen sowie deren Zerlegung 
ist seit jeher eine der Hauptaufgaben der Verfahrenstechnik. Infolgedessen kann bei 
der Suche nach und der Entwicklung von neuen metallurgischen Verfahren auf diese 
Erkenntnisse zurückgegriffen werden. Je nach Problemstellung kommen dabei un-
terschiedliche Prinzipien wie Destillation, Rektifikation, Absorption oder Extraktion zur 
Anwendung. Diese sind hochentwickelte Trennverfahren, die heute in großem Um-
fang industriell eingesetzt werden. Es ist jedoch davon auszugehen, dass in Zukunft 
auch andere Trennverfahren eine größere Bedeutung erlangen, die heute noch zum 
Teil als exotisch eingeschätzt werden, wie z. B. Membranprozesse [ 42 ], Elektroex-
traktion bzw. Elektrodialyse [ 43 ]. Diese sollen für die Gestaltung eines kalten physi-
kalischen Modells in der vorliegenden Arbeit ebenfalls eine Rolle spielen. Ob solche 
elektrochemischen Vorgänge auch für die metallurgischen Verfahren bei hohen 
Temperaturen praktisches Interesse haben könnten, ist nicht auszuschließen; bereits 
im Jahre 1938 entwickelte P. Herasymenko die Vorstellung, dass flüssige Schlacken 
als dissozierte Elektrolyte vorliegen [ 44 ]. Durch eingehende Untersuchungen, z.B. 
der elektrischen Leitfähigkeit flüssiger Schlacken, wurde die bisher verwendete Mo-
lekulartheorie durch die neue Ionentheorie abgelöst. Auch andere Schlackeneigen-
schaften, wie die Elektrokapillarität, die Oberflächenspannung und die optischen 
Eigenschaften, wurden erst mit Hilfe der Ionentheorie erklärbar (vergl. z. B. M. G. 
Frohberg [ 14 ] oder [ 45 ]).  
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3 Aufgabenstellung 
Für Anwendungen in der chemischen und elektrochemischen Verfahrenstechnik 
interessieren bei Gegenstromverfahren mit zwei Phasen die Grundlagen des Stoff-
austausches und der Anreicherung von Begleitstoffen. Eine Verbesserung dieses 
Kenntnisstandes ist auch für die Metallurgie erforderlich, wenn man bei der Erzeu-
gung metallischer Werkstoffe von den satzweisen Zwischenschritten zur kontinuierli-
chen Gegenstrommetallurgie wechseln will. Man erwartet dadurch eine bessere 
Effizienz und Wirtschaftlichkeit bei geringerem Bedarf an Rohstoffen und Energie 
sowie eine bessere Umweltverträglichkeit. Deshalb sollen in dieser Arbeit mathema-
tische und physikalische Modelle für Gegenstromverfahren hergeleitet und unter-
sucht werden. Ziel dieser Arbeit ist auch die Beschreibung einer Stoffanreicherung in 
einer Gegenstromrinne oder -kaskade, hervorgerufen entweder durch eine chemi-
sche Reaktion oder durch das Anlegen von elektrischen Spannungen. 
3.1 Mathematische Beschreibung 
Um die Vorgänge in einer metallurgischen Gegenstromkaskade oder –rinne zu un-
tersuchen, soll zunächst ein mathematisches Modell erstellt werden, das die Kon-
zentrationsverläufe in beiden Phasen in Abhängigkeit vom Sauerstoffpotentialgefälle 
längs der Prozessstrecke beschreibt.  
Dazu sollen in der Literatur bekannte mathematische Gegenstrommodellierungen 
darauf getestet werden, ob sie unter geänderten Bedingungen auch die Gegen-
stromkaskade und –rinne simulieren können. Auf Basis dieser Grundgleichungen 
sollten sich Berechnungsverfahren entwickeln lassen, die den An- und Abreiche-
rungsprozess in der Kaskade bei der kontinuierlichen Herstellung von Stahl aus 
Roheisen im Hinblick auf die Nutzung der extrahierten Stoffe beschreiben.  
3.2 Physikalische Beschreibung 
Für die Gegenstromverfahren soll außerdem ein kaltes physikalisches Modell aufge-
baut werden, das die Bedingungen für die Prozessführung im Gegenstrom simuliert. 
An Stelle der Begleitstoffe in der Originalausführung sollen den Modellfluiden Tracer 
beigegeben werden, deren Konzentration ortsabhängig steuerbar sein soll.  
Bei bekannten Modellen erfolgt der Stoffaustausch durch Konvektion, Diffusion oder 
Migration, und er ist nicht im hier gewünschten Umfang steuerbar. Das gilt auch für 
nicht mischbare Modellfluide, die mit Tracern o.ä. versetzt sind.  
Deshalb könnte der Stofftransport zwischen den beiden gegensinnig strömenden 
Phasen durch einen ionogenen Tracer simuliert werden, auf den ein elektrisches 
Feld wirkt. Für diese Art der Modellierung der Triebkräfte müssten jedoch die Bezie-
hungen zwischen chemischen und elektrochemischen Potential hergeleitet werden. 
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4 Erstellung der Modelle 
4.1 Mathematische Modelle 
Die bisher bekannten kalten Modelle für die Simulation des Stoffübergangs beim 
Gegenstromverfahren sind in Abschnitt 2 Stand der Technik erwähnt. Dabei wurden 
als Modellfluide für Metall und Schlacke Stoffe gewählt, die unterschiedliche Dichten 
aufwiesen und sich nicht oder nur in geringen Umfang ineinander lösten. Beispiele 
sind Paarungen von Wasser mit Ölen und organischen Substanzen, die in getrenn-
ten Phasen übereinander strömten. Der Stoffaustausch zwischen den Phasen wurde 
gegebenenfalls durch Zugabe von Tracersubstanzen simuliert, die in beiden Phasen 
lösbar waren. 
Diese Wahl des Modells hat zwar den Vorzug der Einfachheit, jedoch lässt sich damit 
der Einfluss der Änderung des Sauerstoffpotentials längs der Rinne und die damit 
verbundene Anreicherung von Begleitelementen nicht simulieren. Bisher sind dazu 
keine Versuche bekannt geworden.  
Ersetzt man jedoch den Rinnenreaktor durch eine Kaskade von Einzelreaktoren, 
was, wie in Kapitel 2 beschrieben, grundsätzlich zulässig ist, dann kann der Einfluss 
des Sauerstoffpotentials auf den Stoffübergang gezielt gesteuert werden. Der Stoff-
übergang durch sauerstoffafine Elemente hängt nicht nur von deren Konzentration 
sondern auch vom örtlichen Sauerstoffpotential ab. Bei Verwendung eines elektro-
chemischen Potentials ist dies ebenfalls frei wählbar. Eine Membran kann dabei die 
Phasengrenzfläche simulieren. 
Bevor die Äquivalenz zwischen mathematischem und physikalischem Modell geprüft 
wird, muss jedoch gezeigt werden, dass das chemische Potential als Triebkraft für 
den Stoffübergang in der Wirklichkeit durch das im Modell gewählte elektrochemi-
sche Potential ersetzt werden darf und welche quantitative Beziehung zwischen den 
beiden besteht. 
Um diese Beziehung herzuleiten geht man zunächst von der bekannten Beziehung 
für den Stoffaustausch aus. Die Triebkraft für den Stoffaustauschstrom zwischen den 
beiden Phasen besteht aus der Differenz der Aktivitäten des Stoffes i in der Phase I 
und der Phase II: 
)( IIiIii aaFn −= β&  Gleichung 4-1 
Darin sind Iia  und IIia  die Aktivitäten in den Phasen eins und zwei, n&  die pro Zeitein-
heit ausgetauschte Stoffmenge in mol / s, β  der Stoffübergangskoeffizient und F die 
Berührungsfläche der beiden Phasen I und II. Vergleichbare Formulierungen sind 
auch für die pro Zeiteinheit ausgetauschten Massenmengen m&  in kg / s möglich. Die 
Standardzustände für die Aktivitäten müssen in beiden Phasen gleich gewählt wer-
den, anderenfalls muss die Gleichgewichtskonstante mit herangezogen werden.  
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Sind beide Phasen miteinander im Gleichgewicht, so ist die ausgetauschte Stoff-
menge 0=n& . Vorausgesetzt beide Phasen haben gleiche Standardzustände. Es 
folgt mit Gleichung 4-1: 
** II
i
I
i aa =  Gleichung 4-2 
Im Falle verschiedener Standardzustände für den Stoff i in den Phasen gilt: 
*
*
*
II
i
I
i
a
a
K =  Gleichung 4-3 
wobei *K  die Gleichgewichtskonstante für die Verteilung des Stoffes i zwischen den 
Phasen ist. An ihrer Stelle wird oft vereinfacht der Verteilungskoeffizient verwendet:  
*
*
][
)(
X
X
=η  Gleichung 4-4 
Das Gleichgewicht für die chemischen Potentiale ist durch die Beziehung festgelegt 
0=dG  Gleichung 4-5 
0=∑ ii dnµ  Gleichung 4-6 
Die chemischen Potentiale iµ  werden durch 
iii aRT ln
0 += µµ  Gleichung 4-7 
beschrieben. Im Falle einer Verbindungsbildung sind die Stoffumsetzungen durch die 
stöchiometrischen Koeffizienten festgelegt. Für die Reaktionsgleichung 
ABBA ABBA ννν →+  Gleichung 4-8 
ergibt sich  
j
i
j
i
dn
dn
ν
ν
=
 Gleichung 4-9 
demgemäß gilt im Gleichgewicht, 
0=iiνµ  Gleichung 4-10 
woraus folgt  
∑∑ ⋅−= iiii aRT ln0 ννµ  Gleichung 4-11 
Die chemischen Potentiale der Standardzustände 0iµ  können analog zusammenge-
fasst werden zu der Gleichgewichtskonstanten, wobei der Stern * den jeweiligen 
Gleichgewichtswert kennzeichnet. 
∑∑ ⋅−= *0 ln iaRT iii ννµ  Gleichung 4-12 
bzw. 
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*0 ln∑∑ ⋅−= KRTii νµ  Gleichung 4-13 
Das Gleichgewicht zwischen zwei Phasen ergibt sich entsprechend Gleichung 4-3. 
Der Bezug zu den Molenbrüchen wird durch die Gleichungen hergestellt: 
11111 f iiiii cNa =⋅= γ  Gleichung 4-14 
 
Zur Beschreibung des Stoffübergangs zwischen den Phasen wird im Folgenden ein 
phänomenologischer Ansatz gewählt, der die Aktivitäten in den verschiedenen Pha-
sen (unter Berücksichtigung der Standardzustände) für die Beschreibung der Trieb-
kräfte benutzt. Genau genommen werden die chemischen Potentiale zur Beschrei-
bung der Triebkräfte verwendet. Bei gleichen Standardzuständen in den beiden Pha-
sen lautet die phänomenologische Gleichung für den Stoffübergang: 
)ln(ln IIiIii aaRTkF
n
−
′′=
&
 Gleichung 4-15 
Der phänomenologische Ansatz von Gleichung 4-15 und die weiteren Überlegungen 
sind insbesondere erlaubt, wenn es sich um Stofftransporte nahe am Gleichgewicht 
handelt.  
Die logarithmischen Glieder von der allgemeinen Form ln z lassen sich, wenn 1<z  
durch Substitution und Reihenentwicklung wie folgt linearisieren 
......
2
)1ln(
1'
2
−−=+
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bz
 
daraus folgt 
1ln
1''ln
−≈
−≈≈
I
i
I
i aa
zbz
 Gleichung 4-16 
Unter Berücksichtigung der Kennzeichnung der Phasen I und II ergibt sich aus der
 Gleichung 4-15 die  Gleichung 4-17.  
[ ])11()ln(ln −−−′′=−′′= IIiIiIIiIii aaRTkaaRTkF
n&
 Gleichung 4-17  
Diese Beziehung ist mit dem eingangs gewählten Ansatz für den Stoffaustausch         
( Gleichung 4-1) identisch, wobei gilt  
RTkk ′′=  Gleichung 4-18 
Für elektrochemische Vorgänge werden Ansätze gleicher Art gewählt; nur statt des 
chemischen Potentials µ  werden die elektrochemischen Potentiale ε  des Stoffes i in 
den verschiedenen Phasen angesetzt. Der Stoffübergangskoeffizient wird in diesem 
Fall mit k ′′′  bezeichnet. Der phänomenologische Ansatz für die Stoffstromdichte 
lautet: 
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)( IIiIii kF
n
εε −′′′=
&
 Gleichung 4-19 
Dabei ist (vergl. A. Sommerfeld, [ 53 ], S. 110 ff.) 
I
i
I
i
I
i
I
i aRTFEz ln
0 ++= µε  Gleichung 4-20 
mit z = Anzahl der Ladungen pro Teilchen, F bedeutet hier die Faraday – Konstante 
(96 494 Coulomb) und E das elektrische Potential (Spannung). Also folgt 
[ ] [ ] [ ])lnln( 00 IIiIiIIiIiIIIii aaRTEEFzkF
n
−+−+−′′′= µµ&
 Gleichung 4-21 
darin ist  
000
i
II
i
I
i µµµ ∆=−  Gleichung 4-22 
Entsprechend der Definition der Gleichgewichtskonstanten nach Gleichung 4-3 kann 
unter Berücksichtigung der Vorzeichen auch geschrieben werden 
*0 ln KRT
i
∆+=∆µ
 Gleichung 4-23 
Für den Fall, dass in beiden Phasen derselbe Standardzustand gewählt wird d.h.  
II
i
I
i
00 µµ =
 Gleichung 4-24 
ergibt sich 
1* =K
 Gleichung 4-25 
In diesen Fall vereinfacht sich die Gleichung 4-21 zu Gleichung 4-26. 
[ ])0( IIiIiii aaRTEFzkF
n
−++∆′′′=&
 Gleichung 4-26 
Sofern es sich jedoch um unterschiedliche Phasen mit unterschiedlichen Standard-
zuständen des Stoffes i handelt, muss in die folgenden Gleichungen *ln KRT  mit 
eingefügt werden:  
[ ])ln( * IIiIiii aaRTKRTEFzkF
n
−+−∆′′′=
&
 Gleichung 4-27 
Wenn Gleichgewicht zwischen den Phasen vorliegt, gilt bei gleichen Standardzu-
ständen IIiIi 00 µµ = : 
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)ln(ln0 IIiIii aaRTEzFF
n
−+∆==&  Gleichung 4-28 
EzFaRTaRT Ii
II
i ∆+= lnln  Gleichung 4-29 
E
RT
zF
aa Ii
II
i ∆+= lnln  Gleichung 4-30 
)exp( E
RT
zF
aa Ii
II
i ∆⋅=  Gleichung 4-31 
Im Fall, dass IIiIi 00 µµ ≠ , erweitert sich Gleichung 4-31 zu 
)exp()exp(
0
RT
E
RT
zF
aa i
I
i
II
i
µ∆
⋅∆⋅=  Gleichung 4-32 
 
Liegt jedoch kein Gleichgewicht zwischen Phase I und II vor - ist also 0≠in&  - und 
kann man die logarithmischen Glieder in Gleichung 4-21 wieder linearisieren, folgt  
[ ] [ ])()lnln( IIiIiiIIiIiii aaRTEFzkaaRTEFzkF
n
−+∆′′′=−+∆′′′=&
 Gleichung 4-33 
Mit der Abkürzung 
RTkk ′′′=′′′  Gleichung 4-34 
folgt  
)( IIiIiii aaRT
EFzk
F
n
−+
∆
′′′=
&
 Gleichung 4-35 
unter der Vorraussetzung, dass IIiIi 00 µµ = , also K* = 1. 
Letzteres empfiehlt sich, wenn beide Phasen dasselbe Lösungsmittel sind. Das ist 
der Fall für ein Kaltmodell mit Wasser, bei dem die Phasengrenze durch eine Memb-
ran modelliert wird. Vereinfachend kann hier die Gleichung 4-26 benutzt werden. 
 
Um auch chemische Reaktionen zwischen den Phasen I und II einzubeziehen, wobei 
Phase I das Metall, symbolisiert durch eckige Klammern [ ] um das chemische Sym-
bol, und Phase II die Schlacke, symbolisiert durch runde Klammern ( ) um das che-
mische Zeichen, seien, erfolgt ein weiterer, phänomenologischer Ansatz. Dabei wird 
der Stoffdurchsatz pro Flächeneinheit mit der Triebkraft – ausgedrückt durch die 
Differenz der elektrochemischen Potentiale – in linearer Weise durch eine Konstante 
κ ′  verbunden. Hierbei handelt es sich um ähnlichen phänomenologischen Ansatz 
wie bei E. Steinmetz [ 26 ]. Dort sind jedoch die Triebkräfte der Stoffübergänge durch 
die Konzentrationsunterschiede unter Berücksichtigung des Gleichgewichtsvertei-
lungswertes *η  über den Stoffübergangskoeffizienten κ ′  mit der Stoffstromdichte 
durch die Grenzfläche verbunden. 
Für die chemische Reaktion, 
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[ ] [ ] )(AXAX →+  Gleichung 4-36 
wird angenommen, dass die beiden Stoffe X und A in der Metallphase enthalten sind, 
an der Grenzfläche reagieren und in der Schlackephase die Verbindung AX bilden. 
Dabei wird ferner angenommen, dass die Beiträge der stöchiometrischen Koeffizien-
ten jeweils 1 sind und *K  die dazugehörige Gleichgewichtskonstante ist. 
[ ] [ ]AX
AX
aa
aK
**
)(**
⋅
=  Gleichung 4-37 
Die Sterne (*) bezeichnen die Gleichgewichtswerte. Zur Berücksichtigung des Stoff-
übergangs wird  ein phänomenologischer Ansatz gewählt, der als Triebkraft die che-
mischen Potentiale der beteiligten Komponenten verwendet. Die stöchiometrischen 
Koeffizienten werden mit +1 bzw. –1 angesetzt; für die Bildung in der Schlacke ist 
( ) 1=AXν  und entsprechend [ ] 1−=Xν  und [ ] 1−=Aν  für die Aktivitäten im Metall. Damit 
lautet der Ansatz: 
[ ] [ ] ( ) )( AXAXXF
n µµµκ −+′=&  Gleichung 4-38 
wenn die Komponente X vom Metall in die Schlacke übergeht. 
 
Im Fall des Gleichgewichts gilt wieder 0=in&  und damit 
[ ] [ ] ( ) 0=−+=∆ AXAXG µµµ  Gleichung 4-39 
was nach Einsetzen der Definitionsgleichung des chemischen Potentials (Gleichung 
4-7) ergibt 
0ln0 =+ ∑∑
j
jj
j
jj aRT ννµ  bzw. 0ln0 =+∆ ∑
j
jj aRTG ν  Gleichung 4-40 
Für die chemische Reaktion  Gleichung 4-36 sind  
[ ] 1−=Xν ; [ ] 1−=Aν ; ( ) 1=AXν  Gleichung 4-41 
und es folgt 
[ ] [ ] ( ) [ ] 0)lnlnln( ***000 )(][ =+−−++−− AXXX aaaRTAXAX µµµ  Gleichung 4-42 
bzw. 
[ ] [ ] ( )
( )
[ ] [ ]
**
*
000 ln
AX
AX
aa
a
RTAXAX
⋅
=+−− µµµ  Gleichung 4-43 
Die linke Seite ist 0G∆−  und die rechte *ln KRT  
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AXAXG µµµ −+=∆−  Gleichung 4-44 
( )
[ ] [ ]
*
**
*
lnln KRT
aa
a
RT
AX
AX
=
⋅
 Gleichung 4-45 
Dies führt mit dem bekannten Massenwirkungsgesetz zu 
*0 ln KRTG −=∆+  Gleichung 4-46 
Durch Einsetzen von iii aRT ln0 += µµ  in den phänomenologischen Ansatz der  Glei-
chung 4-38 erhält man  
[ ] [ ] ( ){ }( )AXAXAXAXX aaaRTF
n lnlnln0 )(
0
][
0
][ −++−+′= µµµκ
&
 Gleichung 4-47 
worin die Summe der Summanden 0iµ  zu 0G∆  zusammengefasst werden kann 
(vergl. Gleichung 4-43 und Gleichung 4-46). 
*0 ln KRTG +=∆−  Gleichung 4-48 
Damit folgt aus  Gleichung 4-47  
[ ] [ ] ( )( )AXAXX aaaKRTF
n lnlnlnln * −++′= κ
&
 Gleichung 4-49 
Durch die Festlegung 
RTκκ ′=  Gleichung 4-50 
und Umordnung der Gleichung 4-49 folgt 
[ ] [ ]
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&
 Gleichung 4-51 
[ ] [ ]( ) ( ) 





−⋅=
*
lnln
K
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aa
F
n AX
AX
X κ
&
 Gleichung 4-52 
Verfährt man für den gleichgewichtsnahen Bereich ähnlich wie in Gleichung 4-16, 
indem man 
[ ] [ ] bzaa AX +== 1'  Gleichung 4-53 
festlegt und den Logarithmus wieder in einer Reihe entwickelt 
( ) ........
2
1ln'ln
2
++≈+=
bbbz  Gleichung 4-54 
so erhält man durch Abbruch nach dem ersten Glied (Linearisierung) 
1''ln −= zz  Gleichung 4-55 
Analog verfährt man mit *)( / Ka AX . Damit vereinfacht sich Gleichung 4-52 zu 
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F
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&
 Gleichung 4-56 
Ersetzt man für Oxidationsreaktionen das allgemeine chemische Symbol A durch das 
chemische Symbol für Sauerstoff, O, als Reaktionspartner eines sauerstoffaffinen 
Metalls, X, in der flüssigen Metallphase, so erhält man aus der allgemeinen Reakti-
onsgleichung  
[ ] [ ] )(XOOX →+  Gleichung 4-36 
[ ] [ ]
( )
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F
n XO
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X κ
&
 Gleichung 4-57 
Ersetzt man ferner noch 
Xh
X J
F
n
=
&
 Gleichung 4-58 
beim Standardzustand in einer unendlich verdünnten Lösung im Metall für den Stoff 
[X] und wird außerdem das Gleichgewichtsprozent als Konzentrationsmaß gesetzt: 
 [ ] Xa X = ; ferner werden gesetzt [ ] [ ]0aa A = ; ( ) ( )XOa AX =  Gleichung 4-59 
so ergibt sich wegen 
[ ] [ ]
( )
[ ] [ ] KaX
XO
aa
aK
OAX
AX
′=
⋅
≈
⋅
=
**
)(**
 Gleichung 4-60 
K ′  ist die so genannte Gleichgewichtskennzahl. Damit ergibt sich: 
[ ] [ ] ( )





′
−⋅≈=
K
XO
aX
F
nJ OXXh κ
&
 Gleichung 4-61 
wobei der Austauschstrom durch die Phasengrenzfläche, gekennzeichnet durch den 
Index hXJ 0 , vereinfacht XhJ  gesetzt wurde. Die Festlegungen entsprechen denen bei 
M. Fischer [ 16 ]. 
M. Fischer nahm darüber hinaus für die Änderung des Sauerstoffpotentials längs der 
Rinne in erster Näherung an, dass [ ]Oa  linear mit der Länge l zunimmt, die in der 
Umsatzzahl enthalten ist. Den Proportionalitätsfaktor definierte er zuλ . Damit gilt: 
λϕ+= 0OO aa  Gleichung 4-62 
Die dimensionslose Umsatzzahl ϕ  ist im Falle des Rinnenreaktors durch  
M
lB
&
⋅⋅
=
κϕ  Gleichung 4-63 
definiert (κ  = Stoffübergangskoeffizient; B  = Rinnenbreite; l  = Längenkoordinate; 
M&  = Metallstrom). 
Damit ergibt sich aus Gleichung 4-62 am Austritt des Metalls aus der Rinne an der 
Stelle l = L mit der Umsatzzahl Lϕϕ =  durch Umordnen  
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L
O
L
O aa
ϕ
λ
0
−
=  Gleichung 4-64 
Nach dieser Zwischenbetrachtung sollen nunmehr die oben bis zur  Gleichung 4-51 
durchgeführten Berechnungen unter Einschluss von elektrochemischen Vorgängen 
mittels Gleichung 4-21 weitergeführt werden. Die  Gleichung 4-21 lautete: 
[ ] [ ] [ ])lnln( 00 IIiIiIIiIiIIIii aaRTEEFzkF
n
−+−+−′′′= µµ&  Gleichung 4-21 
Sie gilt für den Übertritt des Stoffes i aus der Phase I in die Phase II. Im Fall dessel-
ben Standardzustandes (vor allem in Lösungsmittel) ist 
0000 =−=∆ IIi
I
ii µµµ  Gleichung 4-65 
wenn in beiden Phasen die durch den Index 0 gekennzeichneten Standardzustände 
identisch sind. Zur Abkürzung wird eingeführt 
III EEE −=∆  Gleichung 4-66 
Durch Einsetzen der  Gleichung 4-65 und der  Gleichung 4-66 in die  Gleichung 4-21 
ergibt sich nach Umformung  
)lnln( IIiIiii aaRT
EFzk
F
n
−+
∆
′′′=
&
 Gleichung 4-67 
mit  
RTkk ′′′=′′′  Gleichung 4-68 
Gleichung 4-67 gilt für den Stoffübergang von der Phase I und Phase II unter Ein-
fluss eines elektrischen Spannungsunterschiedes E∆  an der Phasengrenze. Der 
Vergleich dieser Gleichung mit den Gleichungen zum Stoffaustausch mit chemischer 
Reaktion führt zu einem interessanten Ergebnis, das physikalische Simulationen 
bzw. Modellierungen ermöglicht. Die Gleichung 4-67 wird für den Stoff X anstelle von 
i und für den Stoffaustausch zwischen Metall und Schlacke umgeschrieben. 
)lnln( )(][ XXXX aaRT
EFzk
F
n
−+
∆
′′′=
&
 Gleichung 4-69 
Für den Stoffaustausch mit der Reaktion [ ] [ ] )(XOOX →+  (vergl. Gleichung 4-36 und 
ff.) ergab sich unter Berücksichtigung der Gleichgewichtskonstanten *K  Gleichung 
4-37 und dem 0G∆  der Standardzustände Gleichung 4-51: 
)lnln(ln
*
)(
][][ K
a
aak
F
n XA
AX
X
−+=
&
 Gleichung 4-70 
Der Massen- bzw. Molanteil der Verschiebung (AX) in der Schlacke ist eng mit dem 
Massen- bzw. Molanteil des Stoffes (X) in der Schlacke verbunden. 
Wegen der Atom- bzw. Molekulargewichte gelten die Massenbeziehungen 
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X
XA
XXA M
M
mm ⋅=  Gleichung 4-71 
und die Gewichtsanteile  
∑
=
j
XA
XA
m
mW  Gleichung 4-72 
∑
=
j
X
X
m
mW  Gleichung 4-73 
X
XA
XXA M
MWW ⋅=  
X
XA
X
XA
M
M
W
W
=  Gleichung 4-74 
Die chemischen Aktivitäten sind 
XXX Wfa ⋅= )()(  Gleichung 4-75 
XAXAXA Wfa ⋅= )()(  Gleichung 4-76 
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 Gleichung 4-77 
)(
)(
)(
)( X
X
XA
X
XA
XA aM
M
f
f
a ⋅⋅=  Gleichung 4-78 
Man kann zusammenfassen 
X
XA
X
XA
M
M
f
f
c ⋅=
)(
)(
 Gleichung 4-79 
)()( XXA aca ⋅=  Gleichung 4-80 
In gewissen Bereichen können die Aktivitätskoeffizienten )( Xf  bzw. )( XAf  als konstant 
angesehen werden. Das gilt vor allem in den Konzentrationsbereichen hoher Ver-
dünnung. c ist dann konstant. Die Faktoren für die Standardzustände sind darin ent-
halten. 
Mit Gleichung 4-80 nimmt Gleichung 4-70 die Form an: 


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F
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 Gleichung 4-81 
bzw. 

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−−+=
*)(][][ lnlnlnln K
c
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F
n
XXA
X&
 Gleichung 4-82 
Eine ähnliche Ableitung lässt sich auch für das Konzentrationsmaß Molenbruch 
durchführen.  
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Eine etwas andere Ableitung kann gewählt werden, wenn der Stoff AX in der Schla-
cke dissoziiert, also das Gleichgewicht (X)+(A)=(XA) in der Schlacke besteht. Somit 
besteht eine Beziehung zwischen aX, a(XA) und a(A). 
 
4.1.1 Grundlegende Äquivalenzgleichung 
Wenn man von der Konstanten */ Kc  absieht, so zeigt der Vergleich der Gleichung 
4-69 und Gleichung 4-81, dass der Stoffübergang des Stoffes X vom Metall zur 
Schlacke (von Phase I und II) im Fall des elektrischen Spannungsunterschiedes 
durch das E∆  bestimmt wird und im Fall der chemischen Reaktion von Stoff X mit A 
durch die Aktivität des Stoffes A. Der Vergleich liefert die Äquivalenz 
][ln AaRT
EFz
=
∆⋅⋅
 Gleichung 4-83 
Aufgrund dieser Äquivalenzbeziehung (Gleichung 4-83) lassen sich Stoffübergänge 
mit chemischen Reaktionen durch Phasenübergänge mit elektrischen Potentialunter-
schieden modellieren. 
Die Gleichung 4-83 hat formal Ähnlichkeit mit der Beziehung, die zwischen der 
Spannungsdifferenz (bzw. EMK) und dem chemischen Potentialen bei elektrochemi-
schen Reaktionen besteht (vergl. A. Sommerfeld [ 53 ]). Die hier hergeleitete 
Gleichung 4-83 hat aber eine andere Bedeutung, weil sie nicht für ein elektrochemi-
sches System alleine gilt, sondern die Äquivalenz von zwei (physikalischen) ver-
schiedenen Systemen angibt. 
 
Besonders einfach wird die analoge Gleichung 4-69 und Gleichung 4-82, wenn bei 
genügend hoher Verdünnung die Aktivitäten den Konzentrationen gleich gesetzt 
werden können, also die Aktivitätskoeffizienten gleich 1 gesetzt werden. Allerdings 
sind die Standardzustände in K* und c zu berücksichtigen. 
][][ Xa X =  Gleichung 4-84 
)()( Xa X =  Gleichung 4-85 
Damit folgt: 






−+
∆⋅⋅
′′′= )ln(]ln[ XX
RT
EFzk
F
n XX&
 Gleichung 4-86 

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F
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 Gleichung 4-87 
 
Gleichung 4-67 und Gleichung 4-68 gelten für den Fall, dass ein Stoff i zwischen 
zwei Phasen unter einem elektrischen Feld ausgetauscht wird.  
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Die weitere Betrachtung geht davon aus, dass eine chemische Reaktion vorliegt, 
wobei die Reaktionsgleichung Gleichung 4-36 gelten soll. Wenn hierfür das elektro-
chemische Potential als Triebkraft zugrunde gelegt wird, ergibt sich bei den Festle-
gungen: 
( )
*K
a
a
AXII
i =  Gleichung 4-88 
][ X
I
i aa =  Gleichung 4-89 
nach Einsetzen der elektrochemischen Potentiale die folgende Gleichung: 
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 Gleichung 4-90 
In vielen Fällen z.B. in der Nähe des reinen Stoffes oder im Bereich der verdünnten 
Lösung ([ 84 ] S.104 f) können die Aktivitäten mit den Konzentrationen verknüpft 
werden, wie es oben ausgeführt wurde. Diese Ansätze führen zu Verteilungskenn-
zahlen für die Verteilung eines Stoffes, zum Beispiel Schwefel, zwischen der Metall- 
und Schlackenphase. 
 
Den Stoffübergang zwischen drei Phasen mit Sauerstoff O als Reaktionspartner 
kann man analog zu der oben stehenden Gleichung 4-56 herleiten. 
Beim Metall / Schlacke – Übergang lautet die Reaktionsgleichung, wie bereits in 
Gleichung 4-36 angegeben, 
[ ] [ ] )(AXAX →+  bzw. [ ] [ ] )(OXOX →+  Gleichung 4-91 
Dabei bestimmt [ ]Oa  den Übergang der Metallkomponente von [X] aus der Metall-
phase in die Schlacke mit. [ ]Xa  kann proportional zu [ ]XOa gesetzt werden. Damit folgt  
[ ] [ ]
( )






−+=
K
a
aa
F
n XO
OX
X lnlnlnκ&  Gleichung 4-92 
Unter den oben aufgeführten Vorraussetzungen kann Gleichung 4-92 überführt wer-
den in 
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 Gleichung 4-93 
M. Fischer hat in seiner Arbeit einen ähnlichen Ansatz verwendet. Darüber hinaus 
hat er für Oa  eine lineare Abhängigkeit von der Länge auf der Rinne bzw. von der 
Umsatzzahl ϕ  aufgezeigt. 
λϕ+= 0OO aa  Gleichung 4-62 
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4.1.2 Herleitung der Grundgleichungen 
4.1.2.1 Ohne Chemische Reaktion 
Für die Stoffumsätze in 2 – Phasensystemen zwischen Metall und Schlacke ermög-
lichte die Einführung der dimensionslosen Kennzahl φ als Umsatzzahl durch E. 
Steinmetz [ 18] eine mathematische Formulierung des betriebstechnischen Wir-
kungsgrades bzw. der bezogenen Konzentration für die verschiedenen Arten des 
Phasenkontaktes. Der Stoffaustausch bei Metall-Schlacke-Reaktionen mit  Gleichung 
4-94 für Metall und in  Gleichung 4-95 für Schlacke soll wie bei E. Steinmetz [ 18 ] 
hergeleitet werden. 
M
X
M
M H
J
ld
Xd
HB
M
td
Xd 0][][
+⋅
⋅
=−
&
ρ  Gleichung 4-94 
M
X
S
S H
J
ld
Xd
HB
M
td
Xd 0][][
−⋅
⋅
=−
&
ρ  Gleichung 4-95 
Darin ist 0XJ  die Austauschmassenstromdichte eines Stoffes X an der Phasengrenz-
fläche und [X] bzw. (X) sind die Konzentrationen des Stoffes X in den beiden Phasen 
Metall und Schlacke. B  ist die Breite des Reaktors, M&  ist der Massenstrom, MH  die 
Höhe des Metalls und SH  die Höhe der Schlacke im Reaktor.  
 
Da  
l
X
ld
Xd
∆
∆
=
][][
 Gleichung 4-96 
kann die Gleichung umgeschrieben werden zu  
M
X
M
M H
J
l
X
HB
M
td
Xd 0][][
+
∆
∆
⋅
⋅
=−
&
ρ  Gleichung 4-97 
Durch Umstellen der Gleichung ergibt sich: 
][][ 0 XMlBJ
td
XdHlB XMM ∆⋅+∆⋅⋅=⋅∆⋅⋅− &ρ  Gleichung 4-98 
Da die Masse des Metalls, die im Reaktor enthalten ist 
MMM MHlB =⋅∆⋅⋅ρ  Gleichung 4-99 
und die Austauschfläche im Reaktor ausgedrückt werden kann als  
FlB =∆⋅   Gleichung 4-100 
vereinfacht sich  Gleichung 4-98 zu 
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][][ 0 XMFJ
td
XdM XM ∆⋅+⋅=− &  Gleichung 4-101 
Durch Einsetzen der Gleichung von E. Steinmetz [ 67 ] folgt 
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
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∗η
κ
)(][0 XXJ X  Gleichung 4-102 
wobei die Größe ∗∗∗ = ][/)( XXη  der Gleichgewichtsverteilung des Stoffes X zwi-
schen den beiden Phasen entspricht, und κ  der Stoffübergangskoeffizient ist. 
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)(][][][ XXFXM
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XdM M &  Gleichung 4-103 
Analog zu  Gleichung 4-103 kann die Gleichung für die Schlacke aufgestellt werden.  
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)(][)()( XXFXS
td
XdS M &  Gleichung 4-104 
Wenn das System mit konstanten Metall- und Schlackenmengen und                         
-konzentrationen betrieben wird, wird es sich nach einer Einregelzeit in einem statio-
nären Zustand befinden. Danach wird sich die Konzentration an einem beliebigen 
Punkt zeitlich nicht mehr ändern. Daher ist: 
0][ =
td
Xd
 
Gleichung 4-105 
0)( =
td
Xd
 
Gleichung 4-106 
Bei Vergleich der Konzentrationen an verschiedenen Punkten i und i-1 bzw.i+1, die 
l∆  auseinander liegen, folgt unter Einbeziehung von Gleichung 4-96  
)][]([][ 1 ii XXX −−=∆ −  Gleichung 4-107 
und  
))()(()( 1+−=∆ ii XXX  Gleichung 4-108 
Damit kann  Gleichung 4-103 geändert werden zu 
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und  Gleichung 4-104 ändert sich zu  
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X
XFXXS ii&  Gleichung 4-110 
Durch Addition von  Gleichung 4-109 und Gleichung 4-110 ergibt sich die Bilanzglei-
chung: 
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0)][]([))()(( 11 =−⋅−−⋅ −+ iiii XXMXXS &&  Gleichung 4-111 
oder 
))()(()][]([ 11 +− −⋅=−⋅ iiii XXSXXM &&  Gleichung 4-112 
Die Abbildung 4-1 zeigt die Stoffströme eines beliebigen Reaktors i. 
 
 
Abbildung 4-1: Überlegung zum Stoffumsatz in einem Reaktor 
 
bzw. einer Kaskade: 
 
Abbildung 4-2: Überlegung zum Stoffumsatz in einer Kaskade 
Mit Gleichung 4-111 und  Gleichung 4-112 kann aufgrund der Konzentrationsdiffe-
renz an der Phasengrenzfläche die Triebkraft des Stoffaustausches ausgedrückt 
werden: 
)
*
)(]([))()(( 1 ηκ
i
iii
X
XFXXS −⋅=−⋅ +&  Gleichung 4-113 
bzw. 
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 Gleichung 4-114 
Nach Division durch M&  folgt aus Gleichung 4-114 mit der Festlegung Gleichung 
4-116 analog zu Gleichung 4-63: 
)
*
)(]([][][ 1 ηϕ
i
iiii
X
XXX −=−
−
 Gleichung 4-115 
Wobei in iϕ  die Austauschfläche iF  eines Reaktors enthalten ist 
M
Fi
i &
⋅
=
κϕ  Gleichung 4-116 
Wenn die Austauschflächen in den einzelnen Reaktoren der Kaskade gleich sind, 
also  
ni FFFF =⋅⋅⋅⋅== 21  Gleichung 4-117 
ist, gilt auch  
ni ϕϕϕϕ =⋅⋅⋅⋅== 21  Gleichung 4-118 
φ
 
ist die Umsatzzahl in jedem Reaktor der Kaskade. 
 
Damit folgt aus Gleichung 4-114 mit Gleichung 4-116  
)
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i
iiii
X
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−
 Gleichung 4-119 
 
Das Verhältnis von relativen Metallstrom M&  und Schlackenstrom S&  wird durch die 
relative Schlackenmenge beschrieben und ist definiert als: 
S
M
m
m
Y
M
S
&
&
&
&
==  Gleichung 4-120 
Es wird vorausgesetzt, dass im stationärem Zustand und bei konstanten Verweilzei-
ten die Metall- und Schlackenmengen ebenfalls zueinander im Verhältnis Y stehen. 
Damit kann die Bilanzgleichung nach Gleichung 4-112 aufgestellt werden. 
))()((][][ 11 +− −⋅=− iiii XXYXX  Gleichung 4-121 
Gleichung 4-121 gilt für den Reaktor i; das Metall tritt mit der Konzentration [X]i-1 ein 
und mit der Konzentration [X]i aus und strömt dann zum Reaktor [X]i+1. Die Schlacke 
kommt aus den Reaktor i+1 und verlässt den i –ten Reaktor mit der Konzentration 
(X)i, um dann zum Reaktor i-1 zu strömen (vergleiche Abbildung 4-2). 
 
Entsprechend der Reaktorlaufzahl von 1 bis n, bei n Reaktoren in der Kaskade, lau-
ten die einzelnen Bilanzgleichungen: 
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Für 1=i : ))()((][][ 2110 XXYXX −⋅=−  Gleichung 4-122 
Für 2=i : ))()((][][ 3221 XXYXX −⋅=−  Gleichung 4-123 
 . 
 . 
 . 
Für ni = : ))()((][][ 11 +− −⋅=− nnnn XXYXX  Gleichung 4-124 
 
Durch Aufsummation von i Reaktoren von1 bis n folgt: 
 ))()((][][ 110 +−⋅=− nn XXYXX  Gleichung 4-125 
[X]0 ist die Eingangskonzentration des Metalls und kann auch als [X]A bezeichnet 
werden. 
[X]n ist die Ausgangskonzentration des Metalls und kann auch als [X]E bezeichnet 
werden. 
(X)n+1 ist die Eingangskonzentration der Schlacke und kann auch als (X)A bezeichnet 
werden. [X]E = [X]0 wird verwendet, wenn (X)A=0 ist. 
(X)1 ist die Konzentration mit der die Schlacke aus dem ersten Reaktor austritt; sie 
kann auch mit (X)E bezeichnet werden. 
))()((][][ AEEA XXYXX −⋅=−  Gleichung 4-126 
 
Analog zu der Betrachtung für die gesamte Kaskade bzw. der Gleichung 4-125, kann 
man auch Teilstücke der Kaskade betrachten und aufsummieren und dadurch die 
Konzentration (X)i der Schlacke errechnen. 
))()((][][ 11 +− −⋅=− nini XXYXX  Gleichung 4-127 
daraus folgt  
11 )()][]([
1)( +− +−= nnii XXXYX  Gleichung 4-128 
 
Durch Umordnung von  Gleichung 4-115 erhält man die Gleichung: 
iii XXX )(
*
][)1(][ 1 ⋅−⋅+=− η
ϕϕ
 Gleichung 4-129 
Dabei wird ϕ  in den einzelnen Reaktoren der Kaskade als konstant und gleich ange-
nommen. 
Aus Gleichung 4-128 kann man (X)i in  Gleichung 4-129 ersetzen. 
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111 )()][]([
1
*
][)1(][ +−− +−⋅−⋅+= nniii XXXYXX η
ϕϕ
 Gleichung 4-130 
daraus folgt 
111 )(
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][
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][
*
][)1(][ +−− ⋅−⋅+⋅−⋅+= nniii XXYXYXX η
ϕ
η
ϕ
η
ϕϕ  Gleichung 4-131 
bzw. 
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η
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ϕ
 Gleichung 4-132 
oder nach [X]i-1 aufgelöst  
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 Gleichung 4-133 
Es werden die vorhin eingeführten Definitionen eingesetzt:  
En XX ][][ =  Gleichung 4-134 
und 
An XX )()( 1 =+  Gleichung 4-135 
Mit diesen Anfangs- und Endwerten folgt:  
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 Gleichung 4-136 
bzw. 
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 Gleichung 4-137 
Betrachtet man die einzelnen Reaktoren entsprechender Laufzahl, so ergibt sich für 
den ersten Reaktor mit i = 1  
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 Gleichung 4-138 
und dem zweiten Reaktor i = 2: 
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 Gleichung 4-139 
Durch Einsetzen von Gleichung 4-139 in  Gleichung 4-138 kann man die ersten zwei 
Stufen einer Kaskade berechnen. 
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 Gleichung 4-140 
Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen der Metallkonzentration [X]2 und der 
Ausgangskonzentration des Metalls, sowie der Endkonzentration des Metalls und der 
Schlackenanfangskonzentration dar.  
Berechnet man nun nach  Gleichung 4-137 den dritten Reaktor einer Kaskade und 
setzt somit i = 3  
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und setzt  Gleichung 4-141 in  Gleichung 4-140 ein, so folgt für die ersten drei Stufen 
einer Kaskade. 
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Zum Vereinfachen wird  
q
Y
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+
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ϕ
ϕ
 Gleichung 4-143 
und  
p
Y
=
+ )
*
1(
*
η
ϕ
η
ϕ
 Gleichung 4-144 
gesetzt. Mit q und p und bei Fortschreiten bis zum Reaktor i folgt: 
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Durch Einsetzen der Summenformel für die geometrischen Reihe mit den qj - Glie-
dern folgt: 
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Die Gesamtkaskade mit n – Reaktoren ergibt mit   
i = n Gleichung 4-147 
unter Beachtung [X]n = [X]E: 
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Durch Einsetzen von p und q folgt 
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 Gleichung 4-149 
und daraus folgt:  
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Der Kaskade insgesamt kann ein  
ϕϕϕϕϕ ⋅=+⋅⋅⋅⋅++= nnGes 21  Gleichung 4-151 
und entsprechend  
FnFFFF nGes ⋅=+⋅⋅⋅⋅++= 21  Gleichung 4-152 
zugeordnet werden. 
Hieraus folgt für die gesamte Kaskade und ihren einzelnen Reaktoren:  
n
Gesϕϕ =  Gleichung 4-153 
Eine Gegenstromrinne kann als Kaskade mit unendlich vielen Einzelreaktoren ange-
sehen werden (n gegen unendlich). Dafür wird die bekannte Beziehung verwendet: 
n
n

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α
α 1limexp  Gleichung 4-154 
Hiermit lässt sich die Gleichung 4-150 wieder umformen. Wenn der Anfangsgehalt 
der Schlacke gleich Null ist 
0)( =AX  Gleichung 4-155 
vereinfacht sich die weitere Rechnung 
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bzw. 
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Durch Erweitern 
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Umformen 
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ergibt sich 
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Die Gleichung 4-160 ist identisch mit der Gleichung für die Gegenstromrinne nach   
E. Steinmetz [ 18 ]. 
 
Ist jedoch der anfängliche Schlackengehalt ungleich Null, folgt aus  Gleichung 4-150 
0)( ≠AX  Gleichung 4-161 
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Durch weiteres Umformen 
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und Vereinfachen entsteht Gleichung 4-164 
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Durch weiteres Kürzen wandelt sich die Gleichung um zu 
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und unter der Annahme, dass  
0)( =AX  Gleichung 4-166 
vereinfacht sich diese Gleichung zu 
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bzw. zu 
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Reziprok geschrieben ergibt sich: 
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Wenn 
∞→Y*η  Gleichung 4-170 
vereinfacht sich diese Gleichung zu 
( )GesEX
X ϕ−= exp][
][
0
 Gleichung 4-171 
und es kann der entsprechende betriebliche Wirkungsgrad berechnet werden. Die 
Gleichung 4-171 ist identisch mit der Gleichung für den betrieblichen Wirkungsgrad 
von E. Steinmetz [ 18 ] bei der Berechnung einer Gegenstromrinne für ∞→Y*η . 
Bisher wurde der einfache Austausch des Stoffes X zwischen Metall und Schlacke  
)(][ XX ⇔  Gleichung 4-172 
betrachtet. Hierfür gilt die Gleichgewichtskennzahl  
*][
*)(
*
X
X
=η
 Gleichung 4-173 
 
4.1.2.2 Mit chemischer Reaktion  
Wenn der Übergang des Stoffes X von Metall zur Schlacke mit einer chemischen 
Reaktion verbunden ist, muss die Betrachtung erweitert werden. Es wird dazu das 
Beispiel einer einfachen monostöchiometrischen Reaktion gewählt: 
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[ ] [ ] ( )XOOX ↔+  Gleichung 4-91 
Deren Gleichgewichtskonstante ist: 
][][
)(
**
*
*
OX
OX
aa
a
K
⋅
=  Gleichung 4-174 
Bei niedrigen Konzentrationen des Stoffes X im Metall kann man auf das Henrysche 
Gesetz zurückgreifen und setzen: 
[ ]Xa X =][  Gleichung 4-175 
und  
( )XOa XO =)(  Gleichung 4-176 
Analog kann man auch für die Aktivität des Stoffes XO in der Schlacke in erster Nä-
herung seine Konzentration anwenden, also: )( XOa  
][**][
*)(
'
OaX
OXK
⋅
=  Gleichung 4-177 
und setzt die Konzentrationen [X] und(XO) anstatt der jeweiligen Aktivitäten ein, so 
erhält man folgende Grundgleichung 
)
'
)(]([ ][0 K
XO
aXJ OX −⋅= κ  Gleichung 4-178 
Nun können in analoger Vorgehensweise die Gleichungen für metallurgische Reakti-
onen sauerstoffaffiner Elemente in einer Gegenstromkaskade unter Berücksichtigung 
eines Sauerstoffpotentialgefälles über die Reaktionsstrecke hergeleitet werden. Dazu 
kann der Stoffübergang an der Phasengrenzfläche mit dem von M. Fischer gewähl-
ten Ansatz beschrieben werden [ 9 ]. 
Darin ist K ′  eine Gleichgewichtskennzahl, die der Gleichgewichtskonstanten K für 
die Reaktion [ ] [ ] ( )XOOX ↔+  entspricht. Oa  ist die Sauerstoffaktivität. 
Ähnlich wie bei M. Fischer für die Rinne wird hier eine lineare Änderung der Sauer-
stoffaktivität – im Metall – mit der Reaktorlaufzahl angenommen. a[O]i soll vom Reak-
tor 1 mit steigender Reaktornummer i zunehmen: 
iaa OiO ⋅Λ+= 0][  Gleichung 4-179 
Gleichung 4-178 kann somit umgeschrieben werden. Dabei ist Λ  der Proportionali-
tätsfaktor, der die Aktivität (a[O]i) im Reaktor i mit der Laufzahl i verbindet. 0Oa  ist der 
Anfangswert der Sauerstoffaktivität. 

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XOiaXJ OX κ  Gleichung 4-180 
Daraus ergibt sich mit  Gleichung 4-109  
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und aus  Gleichung 4-110 
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4.1.3 Erstellung neuer mathematischer Modelle  
Anstelle der kontinuierlich durchströmten Gegenstromrinne wird eine Gegenstrom-
kaskade mit n – Reaktoren aufgebaut (siehe Abbildung 4-2). Das Metall wird in die 
eine Richtung strömend gedacht, während die Schlacke in die Gegenrichtung strö-
men soll. Für den Übergang des Stoffes X aus dem Metall in die Schlacke ist maß-
geblich, dass der Stoff X mit Sauerstoff zu XO in der Schlacke reagiert, wie in der 
Gleichung 4-91 für die Reaktion angenommen. Die Einzelreaktoren sind in der Kas-
kade miteinander verbunden (vergl. Abbildung 4-2).  
M. Jakubith ([ 68 ], S. 393f.) hat im Zusammenhang mit der Berechnung der Kon-
zentration des Extraktes in der Raffinationsphase für die Gegenstromextraktion ein 
„Zellenmodell“ aufgestellt. Bei der Bilanzierung der Stoffmengenströme nimmt er 
jedoch an, dass in jeder Zelle das Gleichgewicht zwischen den beiden Phasen nach 
der Nernstschen Verteilungssatz (vergl. [ 84 ] S.104) eingestellt ist. Die Vorrausset-
zung (große Kontaktflächen, lange Berührungszeiten, etc.) für diese Annahme sind 
bei betrieblichen und auch bei experimentellen Anordnungen selten erfüllt, und wenn 
sie vorliegen, dann z.B. auf Kosten der Wirtschaftlichkeit des Prozesses. Berechnun-
gen des Stoffaustausches unter der Vorraussetzung des Verteilungsgleichgewichtes 
zwischen den Phasen wurden von H. Schenck, M. Frohberg und E. Steinmetz [ 19 ],   
[ 20] in früheren Arbeiten vorgenommen. Es erwies sich jedoch schon damals, dass 
damit der Ablauf des Stoffaustauschvorganges nur unvollständig beschrieben wurde. 
Deshalb wird in der vorliegenden Arbeit entsprechend der von E. Steinmetz [ 18 ] 
gewählten Vorgehensweise eine Bilanzierung vorgenommen. Es werden die Mas-
senströme zwischen den beiden Phasen an der Berührungsfläche (Index 0), also die 
Austauschmassenstromdichte 0XJ  des zu übertragenden Stoffes X, berücksichtigt. 
Der Stoff X liegt mit den unterschiedlichen Konzentrationen in den beiden Phasen 
vor, z.B. mit [X] im Metall und mit (X) in der Schlacke. Durch Ermittlung der jeweiligen 
Konzentrationsänderungen können dann z.B. betriebstechnische Wirkungsgrade 
angegeben werden, die für diese Verteilungswerte den Erfolg der jeweiligen betrieb-
lichen Maßnahmen (Kontaktflächengröße, Berührungszeit, Reaktorkonfiguration, 
etc.) zu charakterisieren gestatten, wenn man sie auf die Gleichgewichtswerte nach 
dem Nernstschen Verteilungssatz bezieht.  
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Abbildung 4-2: Mathematische Überlegung zum Stoffumsatz in der Kaskade 
Die Reaktorlaufzahl ist in Strömungsrichtung des Metalls gewählt. Die Triebkraft für 
die Reaktion an der Phasengrenze des jeweiligen Reaktors lautet gemäß dem phä-
nomenologischen Ansatz: 


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−⋅=
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)(][ ][0 K
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aXJ iiOiXi κ  Gleichung 4-183 
In dieser Form handelt es sich um den Stoffstrom aus dem Metall in die Schlacke 
hinein. 0XiJ  ist die Stoffstromdichte an der Phasengrenze im Reaktor i. Die Bilanzbe-
trachtung ergibt für i: 
[ ] [ ]( ) ( )11 )()( +− −=− iiSiiM XXmXXm &&  Gleichung 4-184 
Diese Gleichung ist ein Bilanz - Ansatz.  
Es wird angenommen, dass der Widerstand für den Übergang zwischen den beiden 
Phasen durch den Stoffübergangskoeffizienten κ  pauschal ausgedrückt wird.  
Der mit 0XiJ  übergegangene Stoffstrom entspricht der Bilanzbetrachtung von Glei-
chung 4-184. 
Infolgedessen können die beiden Konzentrationsveränderungen innerhalb Gleichung 
4-185 mit der Triebkraft entsprechend Gleichung 4-183 in Verbindung gebracht wer-
den.  
[ ] [ ]( ) [ ] ( )1][1 )()(
'
)(
+− −=





−⋅=− iiS
i
OiiiM XXmK
X
aXFXXm && κ  Gleichung 4-185 
Dabei ist iOa ][  die Sauerstoffaktivität im Reaktor i. 
Wenn sie von Reaktor zu Reaktor zunimmt, kann man festlegen, dass 
iaa iOiO ⋅Λ+= 0 ][][  Gleichung 4-186 
dies ist ähnlich wie bei M. Fischer, der im Unterschied zur hier damals die Abhängig-
keit der Sauerstoffaktivität a[O] zur Rinnenlängenkoordinate l beschrieb. 
In der hier vorliegenden Arbeit ist Λ  der Proportionalitätsfaktor, der die Sauerstoffak-
tivität linear mit der Laufzahl i der Reaktoren verbindet. Λ  wird im Folgenden als 
konstant angenommen: 
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const=Λ  Gleichung 4-187 
Ebenso sollen die Flächen in jedem Reaktor gleich sein. 
FFFF ==== ....321  Gleichung 4-188 
Deshalb sind die Umsatzzahlen in jedem Reaktor der Kaskade ebenfalls gleich. 
ϕϕϕϕ ==== ....321  Gleichung 4-189 
Aus Gleichung 4-189 folgt, dass bei n Reaktoren insgesamt für ϕ  gilt: 
nGes ⋅= ϕϕ  Gleichung 4-190 
ϕϕ =
n
Ges
 Gleichung 4-191 
Y ist definiert in Gleichung 4-120 als: 
M
S
m
mY
&
&
=   Gleichung 4-120 
und 
Mm
F
&
⋅
=
κϕ  Gleichung 4-192 
Betrachtet man die gesamte Kaskade vom Anfang bis zum Ende bzw. den Abschnitt 
von Reaktor i bis zum Metallauslauf (Reaktor n), so erhält man durch Aufsummieren 
der Gleichungen aus Gleichung 4-184 unter Berücksichtigung von  Gleichung 4-120 
die Gleichung 4-193 
[ ] [ ] [ ]11 )()( +− −=− nini XXYXX  Gleichung 4-193 
bzw. 
[ ] [ ]
1
1 )()( +− +
−
= n
ni
i XY
XX
X  Gleichung 4-194 
Gleichung 4-185 wird nach Division durch Mm&  mit  Gleichung 4-192 zu: 
[ ] [ ] [ ] 





−⋅=−
−
'
)(
][1 K
X
aXXX iiOiii ϕ  Gleichung 4-195 
Durch Umstellung von Gleichung 4-195 erhält man: 
[ ] ( ) [ ]
'
)(
1 ][1 K
X
XaX iiiOi
ϕ
ϕ −⋅⋅+=
−
 Gleichung 4-196 
Nun kann iX )(  in Gleichung 4-196 ersetzt werden durch  Gleichung 4-194 
[ ] ( ) [ ] [ ] [ ] 





+
−
−⋅⋅+= +
−
− 1
1
][1 )(
'
1 nniiiOi XY
XX
K
XaX
ϕ
ϕ  Gleichung 4-197 
bzw. 
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[ ] ( ) [ ] [ ] [ ] 11][1 )(
'''
1 +−− −+−⋅⋅+= nniiiOi XK
X
YK
X
YK
XaX ϕϕ
ϕ
ϕ  Gleichung 4-198 
aufgelöst nach [ ] 1−iX  ergibt sich  Gleichung 4-200 
[ ] ( ) [ ] [ ] 1][1 )(
''
1
'
1 +− −+⋅⋅+=⋅





+ nniiOi XK
X
YK
XaX
YK
ϕϕϕϕ  Gleichung 4-199 
[ ] ( )[ ] [ ] 1][1 )(
'
1
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1
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1
1
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

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
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
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
+
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= nni
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i X
YK
KX
YK
YKX
YK
a
X ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-200 
Für die folgenden Berechnungen werden folgende Indizierungen bzw. Vereinfachun-
gen getroffen: 
Die Metallkonzentration im letzten Reaktor (i = n, wenn die Kaskade insgesamt n-
Reaktoren besitzt) ist zugleich die Endkonzentration des austretenden Metalls, also 
gilt: 
[ ] [ ]En XX =  Gleichung 4-201 
Da die Schlacke in den n – ten Reaktor mit der Anfangskonzentration (X)A eintritt gilt 
An XX )()( 1 =+  Gleichung 4-202 
Daraus folgt 
[ ] ( )[ ] [ ] AEiiOi X
YK
KX
YK
YKX
YK
a
X )(
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1
'
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1
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'
1
1 ][
1


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
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
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ϕ
 Gleichung 4-203 
[ ] ( )[ ] [ ] 

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


−


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
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1 ][
1 ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-204 
 
Sonderfall (X)A=0 
Für viele Fälle ist 
0)( =AX  Gleichung 4-205 
Daraus folgt 
[ ] ( )[ ] [ ]EiiOi X
YK
YKX
YK
a
X

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
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
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+
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+
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1
1 ][
1 ϕ
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ϕ
 Gleichung 4-206 
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Gleichung 4-200 wird für die Modellrechnungen mit einem Computer herangezogen, 
wobei [X]E noch berechnet werden muss.  
Eine Kaskade kann, um den Endwert zu errechnen, auch als eine Zelle betrachtet 
werden; die Kaskade läuft nun von [X]i+1  nur bis [X]i, und es kann [X]i = [X]E  gesetzt 
werden. Somit stellt sich hinter jeder Zelle ein für diese Zelle spezifischer Endwert 
ein und Gleichung 4-206 ändert sich zu: 
[ ] ( )[ ] [ ] EEiOi X
YK
YKX
YK
a
X






+
+
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
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
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1
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'
1
1 ][
1 ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-207 
bzw. 
[ ] [ ] [ ] EEiOi XYKXaYKX '1'1 ][1
ϕϕϕ +⋅+=





+⋅
−
 Gleichung 4-208 
und 
[ ] ( ) [ ] EiOi
X
YK
a
YKX =
+⋅+






+
⋅
−
'
1
'
1
][
1 ϕϕ
ϕ
 Gleichung 4-209 
 
Zur besseren Handhabung werden folgende Teile der Gleichung 4-206 zu Faktoren 
zusammengefasst: 
( )
i
iO
YK
a
Α=






+
⋅+
'
1
1 ][
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-210 
Darin ist iOa ][  nach Gleichung 4-186 iaa iOiO ⋅Λ+= 0 ][][ . 
Ferner wird zusammengefasst 
Β=
+
=






+
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
YK
YK
YK
'
'
1
'
 Gleichung 4-211 
 Gleichung 4-200 vereinfacht sich somit zu: 
[ ] [ ] [ ] 11 )( +− Β−Β+Α= nniii XYXXX  Gleichung 4-212 
Wird für den ersten Reaktor i = 1 gesetzt, wird die Gleichung zu: 
[ ] [ ] [ ] 1110 )( +Β−Β+Α= nn XYXXX  Gleichung 4-213 
Für i = 2 erhält man analog: 
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[ ] [ ] [ ] 1221 )( +Β−Β+Α= nn XYXXX  Gleichung 4-214 
Damit die Konzentration des Stoffes X nach dem zweiten Reaktor berechnet werden 
kann, wird  Gleichung 4-214 in  Gleichung 4-213 eingesetzt. 
[ ] [ ] [ ][ ] [ ] 112210 )()( ++ Β−Β+Β−Β+ΑΑ= nnnn XYXXYXXX  Gleichung 4-215 
Durch Auflösung der Klammer folgt: 
[ ] [ ] [ ] [ ] 11112210 )()( ++ Β−Β+ΒΑ−ΒΑ+ΑΑ= nnnn XYXXYXXX  Gleichung 4-216 
Für einen beliebigen i - ten Reaktor kann die Gleichung zusammengefasst werden zu 
[ ] [ ] [ ] 1
1
1 1
1
1 11
0 )( +
−
= =
−
= ==
⋅Α⋅−⋅Α⋅+Α= ∑∏∑∏∏ ni
g
g
j
j
i
g
g
j
nj
i
j
ji XBYXBXX  Gleichung 4-217 
Wenn (X)A = 0 und [X]n = [X]E ist, vereinfacht sich die Gleichung 4-217 zu 
0)( =AX  Gleichung 4-218 
Eiinii XBXAXBAX ][][][][ 1 +=+=−  Gleichung 4-219 
EXBXAX ][][][ 110 +=  Gleichung 4-220 
EXBXAX ][][][ 221 +=  Gleichung 4-221 
{ } { } EEE XABXAAXBXBXAAX ][1][][][][][ 12212210 ++=++=  Gleichung 4-222 
[ ] [ ] [ ]






+Α⋅⋅+Α= ∑∏∏ −
= ==
1
1 11
0 1
i
g
g
j
jE
i
j
ji BXXX  Gleichung 4-223 
Bei der Auswertung von Messergebnissen kann man auch [X]E aus den Messergeb-
nissen entnehmen. Für die Berechnung von [X]i und auch von [X]E benötigt man: κ , 
F , K , Mm& , Sm& . Soweit eine Größe z.B. κ  nicht bekannt ist, kann man sie aus Ver-
suchsdaten ermittelt werden. Dabei dürfte wegen der Kompliziertheit der Gleichung 
4-217 ein iteratives Verfahren geeignet sein. Gemessene und berechnete Werte 
gegeneinander aufgetragen, erleichtern die Bewertungsschritte bei der Iteration. 
Um den Rechenaufwand für die Gleichung 4-217 zu vermindern und um eine Ab-
schätzung möglich zu machen, werden die Produkte der Gleichung 4-217 angenä-
hert bzw. eingegrenzt. Mann erhält. 
( ) ( ) i
i
jOi
j
jOi
j
j
YK
a
YK
a
Α=

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











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

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1
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1
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1 ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-224 
und 
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ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
+
=



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

+
=Β
YK
YK
YK
'
'
1
'
 Gleichung 4-225 
Damit und mit Gleichung 4-211 ergibt sich 
∑∑∏ −
=
−
= =
Α≈Α
1
0
1
1 1
i
j
i
i
g
g
j
j  Gleichung 4-226 
sowie 
[ ] [ ] [ ] ∑∑
−
=
−
=
ΑΒ−ΑΒ+Α=
1
0
1
0
0 )(
i
g
i
Ai
i
g
i
E
i
i XYXXX  Gleichung 4-227 
Mit Hilfe der geometrischen Reihe  
1
11
0 −Α
−Α
=Α
+
=
∑
ww
g
w
 Gleichung 4-228 
können die Summen in der  Gleichung 4-227 umgeformt werden. 
1
11
0 −Α
−Α
=Α∑
−
=
ii
g
i
 Gleichung 4-229 
Somit ändert sich die Gleichung zu 
[ ] [ ] [ ]
1
1)(
1
1
0
−Α
−ΑΒ−
−Α
−ΑΒ+Α=
i
A
i
E
i
n XYXXX  Gleichung 4-230 
und wenn man diese umstellt, so folgt: 
[ ] [ ] [ ]( )
1
1)(0
−Α
−ΑΒ−+Α=
i
AE
i
n XYXXX  Gleichung 4-231 
Ausgehend von Gleichung 4-227 bis Gleichung 4-229, und ferner von Gleichung 
4-200 und Gleichung 4-225 mit der Annahme, dass 
0)( =AX  Gleichung 4-232 
kann somit für i geschrieben werden: 
[ ] [ ] [ ]
1
1
0
−
−Β+Α=
A
AXXX
i
E
i
i  Gleichung 4-233 
[ ] [ ] [ ]
1
10
−
−
Α
Β
+
Α
−=−
A
AXXX
i
Eiii  Gleichung 4-234 
bzw. für i+1 
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[ ] [ ] [ ]
1
111
10
−
−Β+Α=
+
+
+ A
AXXX
i
E
i
i  Gleichung 4-235 
[ ] [ ] [ ]
1
11
11
0
1
−
−
Α
Β
+
Α
−=−
+
+++ A
AXXX
i
Eiii  Gleichung 4-236 
Beim Maximum ist  
[ ] [ ] 1+≈ ii XX  Gleichung 4-237 
d.h. es liegt nur ein sehr geringer Unterschied zwischen den beiden Reaktoren im 
Bereich des Extremums vor, der auch ausgedrückt werden kann als: 
[ ] [ ] 1+= ii XX  Gleichung 4-238 
Somit kann  Gleichung 4-234 mit  Gleichung 4-236 auch geschrieben werden als: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1
1
1
1 1
11
00
−
−
Α
Β
+
Α
−=
−
−
Α
Β
+
Α
−=−
+
++ A
AXX
A
AXXX
i
Eii
i
Eiii  Gleichung 4-239 
[ ] [ ] [ ] [ ]
1
1
1
1 10
0
−
−
Α
Β
+
Α
−=
−
−
+−
+
A
AXX
A
AXBX
i
E
i
E  Gleichung 4-240 
[ ] [ ]
1
10
1
0
−
−
+
−
=
+
A
AAX
A
B
A
AX
ii
E  Gleichung 4-241 
[ ] [ ]
1
)1(0
1
0
−
−
+−=
+
A
AAXBAX
ii
E  Gleichung 4-242 
[ ] [ ]
1
)1()1(0 0
−
−
+−=
A
AAXBAX
i
E  Gleichung 4-243 
[ ] [ ] iE AXBAX +−= )1(0 0  Gleichung 4-244 
 
Nun wird Gleichung 4-233 mit den Annahmen 
ni =  Gleichung 4-245 
und  
[ ] [ ]En XX =  Gleichung 4-246 
umgeformt zu: 
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[ ] [ ] [ ]
1
1
0
−
−Β+Α=
A
AXXX
n
E
n
E  Gleichung 4-247 
[ ] [ ] 




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−
−Β+Α=
1
1
0 A
AXX
n
n
E  Gleichung 4-248 
[ ] [ ] ( ) ( )
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=
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11
0 A
ABAAXX
nn
E  Gleichung 4-249 
[ ] [ ] ( ) ( )




−+−
−
=
11
1
0 nnE ABAA
AXX  Gleichung 4-250 
 
Nun wird  Gleichung 4-250 in Gleichung 4-244 eingesetzt 
[ ] [ ] ( ) ( )




−+−
−
+−=
11
1)1(0 00 nni ABAA
AXBAAX  Gleichung 4-251 
[ ] [ ] ( ) ( )




−+−
+=
11
10 00 nn
i
ABAA
XBAX  Gleichung 4-252 
 
[ ] ( ) ( )




−+−
+=
11
10 0 nn
i
ABAA
BAX  Gleichung 4-253 
( ) ( )1110 −+−+= nn
i
ABAA
BA
 Gleichung 4-254 
( ) ( ) inn BAABAA +−+−= 110  Gleichung 4-255 
Die Gleichung kann ungeformt werden zu 
( ) ( )110 −++−= inn AABAA  Gleichung 4-256 
oder 
( ) ( )11 −+−= nni ABAABA  Gleichung 4-257 
BBAAABA nnni −+−= +1  Gleichung 4-258 
( ) BBAABA ni −+−= 1  Gleichung 4-259 
( ) 11 −+−= BA
B
AA
n
i
 Gleichung 4-260 
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( )
YK
aA Oii
'
1
1
ϕ
ϕ
+
⋅+
=  Gleichung 4-261 
YK
B
'
1 ϕ
ϕ
+
=  Gleichung 4-262 
Somit gilt die Abschätzung der  Gleichung 4-226 bzw. iA  als vereinfachte Abschät-
zung von ∏i iA
1
.  
In Folgendem wird als Sonderfall betrachtet, dass die Sauerstoffaktivität gleich und 
konstant ist. (Dies ist identisch mit der Abhandlung des Stoffaustausches ohne Reak-
tion bei konstantem Gleichgewichtsverteilungswert η*; dann ist η* =K · ao).   
Wenn Oia  als konstant angenommen wird und somit als a  geschrieben wird, kann 
 Gleichung 4-261 auch geschrieben werden als: 
( )
ϕ
ϕ
+
⋅+
=
YK
aA
'
1
 Gleichung 4-263 
 
Nun wird Gleichung 4-257 weiter umgeformt: 
( ) ( )( )11lnlnln −+−=⋅ nn ABAAAiB  Gleichung 4-264 
( ) ( )( )
A
BABAAi
nn
ln
ln11ln −−+−
=  Gleichung 4-265 
 
Geht man zurück auf Gleichung 4-223  
[ ] [ ] [ ]
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jE
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ji BXXX  Gleichung 4-223 
und setzt dort für i den Wert i+1 ein 
[ ] [ ] [ ]

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ji BXXX
1 1
1
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10 1  Gleichung 4-266 
und setzt  Gleichung 4-266 in Gleichung 4-223 ein folgt: 
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[ ] [ ] [ ]( )BXXX Ei
i
j
j
i
j
ji ⋅+−Α+Α⋅= ∏∏
=
+
= 1
1
1
0  Gleichung 4-268 
[ ] ( ) [ ] BXX Eii ⋅+−Α⋅= + 10 1  Gleichung 4-269 
[ ] ( ) [ ] BXX Eii ⋅=−Α⋅− + 11  Gleichung 4-270 
 
[ ] [ ]
11 +Α−
⋅=
i
Ei
BXX  Gleichung 4-271 
Mit der Vorraussetzung der konstanten Sauerstoffaktivität können auch die iΑ  gleich 
gesetzt werden, also Aii =Α=Α +1 . Es folgt mit Gleichung 4-257 und Gleichung 
4-262. 
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 Gleichung 4-272 
[ ] [ ] ( ) ( ) YKaYKXX Ei '1'
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 Gleichung 4-273 
[ ] [ ]
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 Gleichung 4-274 
 
Hierin muss [ ]EX  noch ermittelt werden. Dazu wird Gleichung 4-266 berechnet mit 
den Annahmen, dass: 
ni =  Gleichung 4-275 
und  
En XX ][][ =  Gleichung 4-276 
[ ] [ ] [ ]
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0 1  Gleichung 4-277 
[ ] [ ]
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0 1  Gleichung 4-278 
Nun kann man mit Hilfe der geometrischen Reihe die  Gleichung 4-278 umformen, 
wenn A konstant ist.  
 
Mit der Vorraussetzung dass: 
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konstA =  Gleichung 4-279 
ändert sich Gleichung 4-265 für i zu: 
[ ] [ ] [ ]
1
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i  Gleichung 4-280 
und für i+1 zu: 
[ ] [ ] [ ]
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i  Gleichung 4-281 
Setzt man nun [ ] [ ] 1+= ii XX  in  Gleichung 4-280 ein und  Gleichung 4-281 in 
Gleichung 4-278 so folgt daraus: 
[ ] ( ) [ ]
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[ ] ( ) [ ]
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[ ] ( ) [ ] BXAX Ei ⋅+−⋅= 10  Gleichung 4-284 
[ ] [ ]( )A
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1
 Gleichung 4-285 
Nun wird [ ]EX  aus Gleichung 4-280 mit ni =  und [ ] [ ]En XX =  eingesetzt 
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E  Gleichung 4-286 
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  Gleichung 4-289 wird in Gleichung 4-285 eingesetzt 
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Mit Gleichung 4-261 und Gleichung 4-262 und aaa i == 00  folgt 
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durch Einsetzen in Gleichung 4-292. 
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Mit der schon vorher gemachten Annahme, 
n
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ergibt sich: 
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Durch einfaches Unformen 
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Gleichung 4-300 
kann Gleichung 4-298 auch umgeformt werden zu 
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Mit 
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Gesϕϕ =  Gleichung 4-153 
[ ]
YK
n
a
n
YK
a
n
X
Ges
Ges
n
Ges
Ges
MAXi
'
1
'
1
1
⋅






⋅+
⋅












+






⋅+
−
=
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-302 
[ ]
YK
n
a
n
YK
a
n
X
Ges
Ges
n
Ges
Ges
MAXi
'
1
'
1
1
1
⋅






⋅+
⋅












+






⋅+
−
=
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-303 
 
[ ]
YK
n
a
n
YK
a
n
X
Ges
Ges
n
Ges
n
Ges
MAXi
'
1
'
1
1
1
1
⋅






⋅+
⋅






+






⋅+
−
=
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-304 
[ ] ( )
YKa
YK
a
X
Ges
Ges
MAXi
'
'
exp
exp1
1
⋅⋅






⋅
−
=
ϕ
ϕ  Gleichung 4-305 
 
Erstellung der Modelle 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 63 - 
[ ]






⋅⋅−











=
YK
YKa
YK
YKX
GesGes
Ges
MAXi
'
exp'
'
exp
'
exp
ϕϕ
ϕ
 Gleichung 4-306 
[ ]
YKa
YK
X
Ges
MAXi
'1
1
'
exp
1
⋅−
⋅






= ϕ  Gleichung 4-307 
Mit dieser Überlegung kann Gleichung 4-233 umgeformt werden zu:  
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Mit der Annahme, dass  
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und Gleichsetzen erhält man: 
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Durch einfache Berechnung folgt: 
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Mit der Annahme, dass 
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und  
[ ] [ ]En XX =  
ändert sich  Gleichung 4-308 zu: 
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Nun wird Gleichung 4-316 in Gleichung 4-311 eingesetzt. 
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Nun wird zunächst B wieder eingesetzt: 
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Mit 
n
Gesϕϕ =  Gleichung 4-153 folgt 
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Mit der Regel von l’Hospital für unbestimmte Ausdrücke und ∞→n  
( )aa
n
Ges
Ges ϕϕ exp1lim →





⋅+  Gleichung 4-323 






→





⋅+
YKYKn
GesGes
'
exp
'
11lim ϕϕ  Gleichung 4-324 
( ) [ ]( )YKa
YK
aA Ges
Ges
Gesn
'exp
'
exp
explim −=






→ ϕϕ
ϕ
 Gleichung 4-325 
Somit ändert sich Gleichung 4-322 zu 
[ ]
[ ] ( ) [ ]( )YKaYKX
X
Ges
Ges
Ges
GesMaxi
'exp'0 −⋅−
=
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-326 
[ ]
[ ] ( ) [ ]( )YKaYKX
X
Ges
Ges
Maxi
'exp'1
1
2
0
−⋅−
=
ϕ
ϕ
 Gleichung 4-327 
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Mit Gleichung 4-153 folgt 
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Gleichung 4-328 
Durch Kürzen formt sich die Gleichung um zu: 
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Gleichung 4-329 
und mit Gleichung 4-191 zu  
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  Gleichung 4-330 
Für den Sonderfall einer Kaskade mit ∞→n , der der kontinuierlichen Gegenstrom-
rinne entspricht, ergeben sich folgende Überlegungen: 
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umgeformt werden zu  
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Zur besseren Übersicht wird e als exp geschrieben 
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und umgeformt 
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Gleichung 4-334 
Da für die Gleichung nun die Anfangs- und Endzustände der Kaskade betrachtet 
werden, gilt mit den bekannten Festlegungen 
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[ ] [ ] [ ]AAnfang XXX ==0  Gleichung 4-335 
[ ] [ ] [ ]EEnden XXX ==   Gleichung 4-336 
( )AAnfangn XXX ==+ )()( 1  Gleichung 4-337 
Dabei bedeutet A keinen Punkt, sondern die jeweiligen Eintrittswerte. [ ]AX  liegt an 
anderer Stelle als ( )AX  vor. Hierbei müssen die Strömungsrichtungen beachtet wer-
den. 
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Gleichung 4-338 
Da die Schlacke im Normalfall keine nennenswerten Verunreinigungen aufweist, wird 
die Schlackenkonzentration des Stoffes )( X  an Eintritt in die Kaskade gleich Null 
gesetzt. 
0)( =AX  Gleichung 4-339 
Die Gleichung vereinfacht sich so zu: 
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]
[ ] 1'
1)
'
exp(
)
'
exp(
−
−−⋅
+−⋅=
EO
Ges
EOGes
E
Ges
EOGesEA YaK
YK
a
X
YK
aXX
ϕϕϕϕ  Gleichung 4-340 
Durch Ausklammern des Terms [ ] )exp( KYa
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Vereinfachen des Exponenten im Zähler des Hauptbruches in der Klammer ergibt 
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Nach Erweiterung der „1“ in der Klammer mit dem Nenner [ ] 1' −EOYaK  erhält man 
Erstellung der Modelle 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 69 - 
[ ]
[ ] [ ]
[ ]
[ ] 











−
+⋅−−+−
−⋅=
1'
)
'
exp(11'
)
'
exp(
EO
Ges
EOGesO
Ges
EOGes
E
A
YaK
YK
aYaK
YK
a
X
X
ϕϕϕϕ  Gleichung 4-343 
und nach anschließender Subtraktion folgt Gleichung 4-344 
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die den Konzentrationsunterschied vom Anfang bis zum Ende einer Kaskade mit 
unendlich vielen Reaktoren, also einer Gegenstromrinne beschreibt. 
 
Um eine übersichtliche Gleichung zu erhalten, wenn 0)( 1 ≠+nX , müssen folgende 
Überlegungen angestellt werden: 
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Da [X]A = [X]0 und wenn (X)A = 0 ändert sich die Gleichung zu: 
[ ]
[ ]
[ ]
[ ] 




−+
+
=
YKX
X
YKaX
X iEi
i
i
i
''
1
1
1
000
ϕϕ
ϕ
 Gleichung 4-346 
bzw. 
[ ]
[ ] ( )
[ ]
[ ] YKX
X
YK
a
X
X iEii
i
i
''
11
0
0
0
ϕϕϕ −+=+⋅  Gleichung 4-347 
Hieraus kann das Verhältnis des Stoffes X im Metall berechnet werden. 
 
Ausgehend von Gleichung 4-212 und mit der Vorraussetzung, dass [X]n = [X]E  ist 
für i = 1
 
[ ] [ ] [ ] ( )AE XBYXBXAX ⋅−⋅+⋅= 110  Gleichung 4-348 
bzw. 
[ ] [ ] [ ] ( )( )AE XYXBXAX ⋅−⋅+⋅= 110  Gleichung 4-349 
für i = 2 
[ ] [ ] [ ] ( )AE XBYXBXAX ⋅−⋅+⋅= 221  Gleichung 4-350 
bzw. 
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[ ] [ ] [ ] ( )( )AE XYXBXAX ⋅−⋅+⋅= 221  Gleichung 4-351 
Aus Gleichung 4-349 und Gleichung 4-351 ist ersichtlich, dass Gleichung 4-212 
generell auch vereinfacht dargestellt werden kann: 
[ ] [ ] [ ] ( )( )AEiii XYXBXAX ⋅−⋅+⋅=−1  Gleichung 4-352 
bzw. mit  
( )AXYZ ⋅=  Gleichung 4-353 
geschrieben werden kann: 
[ ] [ ] [ ]( )ZXBXAX Eiii −⋅+⋅=−1  Gleichung 4-354 
Durch weiteres Zusammenfassen mit 
[ ]( )ZXBR E −⋅=  Gleichung 4-355 
ändert sich die Gleichung zu: 
[ ] [ ] RXAX iii +⋅=−1  Gleichung 4-356 
Somit kann Gleichung 4-217 auch vereinfacht geschrieben werden als: 
[ ] [ ] 






+Α⋅+Α= ∑∏∏ −
= ==
1
1 11
0 1
i
g
g
j
j
i
j
ji RXX  Gleichung 4-357 
[ ] [ ] 






Α+⋅+Α= ∑∏∏ −
= ==
1
1 11
0 1
i
g
g
j
j
i
j
ji RXX  Gleichung 4-358 
Nun wird Amin und Amax abgeschätzt. Mit der Definition von Gleichung 4-224 mit   
[ ]
YK
a
A iOi
'
1
1
ϕ
ϕ
+
⋅+
= ^ Gleichung 4-224 
und Gleichung 4-179 
[ ] [ ] iaa OiO ⋅Λ+= 0  Gleichung 4-179 
folgt: 
[ ]( )
YK
ia
A Oi
'
1
1 0
ϕ
ϕ
+
⋅Λ+⋅+
=  Gleichung 4-359 
Bei einer n – stufigen Kaskade läuft i von 0 bis n. Bei 0 lautet Gleichung 4-359  
[ ]( )
YK
a
A O
'
1
01 0
0 ϕ
ϕ
+
⋅Λ+⋅+
=  Gleichung 4-360 
Bei i = n lautet Gleichung 4-359 
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[ ]( )
YK
na
A On
'
1
1 0
ϕ
ϕ
+
⋅Λ+⋅+
=  Gleichung 4-361 
Somit kann AMin festgelegt werden als: 
[ ]( )
YK
a
A OMin
'
1
01 0
ϕ
ϕ
+
⋅Λ+⋅+
=  Gleichung 4-362 
und AMax als: 
[ ]( )
YK
na
A OMax
'
1
1 0
ϕ
ϕ
+
⋅Λ+⋅+
=  Gleichung 4-363 
Um nun ∏
=
Α
i
j
j
1
 abzuschätzen, wird Aj analog zu Gleichung 4-263 als konstant ange-
nommen, und es wird gesetzt 
MinMinj Α=Α  Gleichung 4-364 
sowie 
MaxMaxj Α=Α  Gleichung 4-365 
und somit folgt: 
i
Min
Min
i
j
j A=






Α∏
=1
 Gleichung 4-366 
bzw. 
i
Max
Max
i
j
j A=






Α∏
=1
 Gleichung 4-367 
 
Um nun AMin zu berechen, wird Gleichung 4-366 bzw. Gleichung 4-362 in Gleichung 
4-358 eingesetzt. 
[ ] [ ] [ ] ( )iMinMinMin
i
O
Mini AAAR
YK
a
XX ++++⋅+











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+
⋅+
= ....1
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0
0 ϕ
ϕ
 Gleichung 4-368 
bzw. 
[ ] [ ] 






+⋅+= ∑
−
=
1
1
0 1
i
j
j
Min
i
MinMini ARAXX  Gleichung 4-369 
Mit Hilfe der geometrischen Reihe: 
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1
1
.....1 12
−
−
=++++ −
A
AAAA
i
i
 Gleichung 4-370 
folgt 
[ ] [ ]
1
1
0
−
−
⋅+=
Min
i
Mini
MinMini A
A
RAXX  Gleichung 4-371 
Für AMax wird analog vorgegangen mit dem Ergebnis, dass: 
[ ] [ ]
1
1
0
−
−
⋅+=
Max
i
Maxi
MaxMaxi A
A
RAXX  Gleichung 4-372 
 
Der Mittelwert von Ai bzw. a[O] kann gebildet werden: 
[ ] [ ]
20
naa
a
o
O
o
O ⋅Λ++
=  Gleichung 4-373 
[ ] 20
n
aa oO
⋅Λ
+=  Gleichung 4-374 
 
Mit Gleichung 4-362 und Gleichung 4-363 kann nun ein mittleres (ADurchschnitt = AD) 
angegeben werden 
[ ]
YK
n
a
A
o
O
D
'
1
2
1
ϕ
ϕ
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




 ⋅Λ
+⋅+
=  Gleichung 4-375 
Damit folgt: 
[ ] [ ]
1
1
0
−
−
⋅+=
D
i
Di
DDi A
A
RAXX  Gleichung 4-376 
 
Wird die Kaskade nicht mit steigendem Sauerstoffpotential sondern mit konstantem 
betrieben, so folgt: 
[ ]
YK
a
A OK
'
1
1
ϕ
ϕ
+
⋅+
=  Gleichung 4-377 
[ ] [ ]
1
1
0
−
−
⋅+=
K
i
Ki
KKi A
A
RAXX  Gleichung 4-378 
Für die gesamte Kaskade mit n Reaktoren ergibt sich 
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ni =  Gleichung 4-379 
und 
[ ] [ ] [ ]Eni XXX ==  Gleichung 4-380 
Analog zu Gleichung 4-376 folgt: 
[ ] [ ]
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K
n
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KE A
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RAXX  Gleichung 4-381 
Mit Gleichung 4-355 und Gleichung 4-353 sowie 
ϕ
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+
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B
'
 Gleichung 4-382 
folgt: 
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 Gleichung 4-383 
Für ( ) 0=AX  folgt 
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 Gleichung 4-384 
Eingesetzt in Gleichung 4-377  
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 Gleichung 4-385 
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 Gleichung 4-386 
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 Gleichung 4-387 
Mit 
n
Gesϕϕ =  Gleichung 4-153 ändert sich die Gleichung zu: 
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 Gleichung 4-388 
Da eine Kaskade mit unendlich vielen Reaktoren auch als Rinne angesehen werden 
kann, folgt für: 
∞→n  
[ ]
[ ]
[ ]( ) [ ]
[ ] 1'
1
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1
exp
'
exp
exp0
−
−

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−
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 Gleichung 4-389 
 
[ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ] 1'
'
'
1
exp
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−
⋅

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
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a
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 Gleichung 4-390 
 
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ] YKa
YK
aYK
YKa
X
X
O
O
O
E '1
'
1'
exp'1
0
−






⋅
−⋅
−
=
ϕ
 Gleichung 4-391 
 
Für den Fall des einfachen Stoffaustausches ohne Reaktion kann in dieser Glei-
chung [ ]OaK ⋅'  durch den Gleichgewichtsverteilungswert *η  ersetzt werden: 
Für die Gleichung 4-174 wurde a0 = const gesetzt, damit ist auch K` a0* eine Kon-
stante; denn die konstant vorgegebene Sauerstoffaktivität bestimmt den Gleichge-
wichtswert. Dieser ist für a0* der Gleichgewichtsverteilungswert *η
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K` ist gleich:  
( )
[ ] **
*
**
*
′==
⋅
=′ ηη
OO aaX
XK  Gleichung 4-392 
Diese neue Gleichgewichtskonstante beschreibt unter der Vorraussetzung der als 
konstant vorgegebenen Sauerstoffaktivität die Gleichgewichtsverteilung des Stoffes 
X zwischen Metall und Schlacke. (Siehe auch Ableitung der Gleichung 4-160 in der 
hier vorgelegten Arbeit.) Das Ergebnis ist identisch mit dem Ergebnis für die Ge-
genstromrinne von E. Steinmetz [ 46 ]. Dies zeigt die kompatible Herleitung der Glei-
chungen in dieser Arbeit. 
 
Nebenüberlegung 
Grundsätzlich kann man auch von der Annahme ausgehen, dass die Konzentratio-
nen der Begleiter sich längs der Kaskade ähnlich wie bei der Rinne ändern. Infolge-
dessen ist es zulässig, zwei oder mehr Reaktoren als einen einzigen Reaktor mit 
einer größeren Fläche zu betrachten. 
M
i
i
m
F
&
κϕ = , bzw. 
M
i
i
m
F
&
22 κϕ = , bzw. 
M
i
i
m
F
&
n
n
κϕ =  Gleichung 4-393 
 
Zwischenüberlegung: 
Daraus folgt mit  Gleichung 4-191 
i
Ges i
n
i ϕϕϕ =⋅=⋅  Gleichung 4-394 
bzw. 
i
Ges
n
i ϕϕ =⋅  Gleichung 4-395 
in dem i –ten Reaktor einer Kaskade sind folgende Gleichungen erfüllt: 
inGes /⋅= ϕϕ  äquivalent in
Ges ϕϕ
=  Gleichung 4-396 
Falls jedoch die Umsatzzahlen nicht gleich sind 
....321 ≠≠≠ ϕϕϕ  Gleichung 4-397 
kann hier die Umsatzzahl vom Anfang der Kaskade bis zur Stelle i berechnet wer-
den, indem die Summe der einzelnen Umsatzahlen bis zur Stelle i gebildet und durch 
die Summe aller Umsatzzahl dividiert wird. Dies setzt aber die Kenntnis voraus, wel-
che Umsatzzahlen in jedem Reaktor der Kaskade vorliegen. 
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i
Ges
j ϕ
ϕ
ϕ
=
∑
 Gleichung 4-398 
 
Somit kann mit Hilfe von Gleichung 4-200 und Gleichung 4-393 die Kaskade als 
Rinne beschrieben werden.  
Will man, wie bereits oben beschrieben, die Anfangs- und Endkonzentrationen ermit-
teln, können folgende Vereinbarungen getroffen werden. 
[ ] [ ]Anfangi XX =−1  Gleichung 4-399 
[ ] [ ]Endei XX =  Gleichung 4-400 
[ ] [ ]Enden XX =  Gleichung 4-401 
Anfangn XX )()( 1 =+  Gleichung 4-402 
Ges
O
n
O aa =  Gleichung 4-403 
Zur besseren Übersicht wird noch einmal der Fall  
0)( =AnfangX  Gleichung 4-404 
betrachtet, wobei sich die  Gleichung 4-200 ändert zu: 
[ ] ( )[ ] [ ]Ende
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 Gleichung 4-405 
Durch einfaches Umformen erhält man  Gleichung 4-408. 
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 Gleichung 4-406 
[ ]
[ ]






+
+⋅+
=
KY
KY
a
X
X
Ges
GesGes
OGes
Ende
Anfang
ϕ
ϕϕ
1
1
 Gleichung 4-407 
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ϕ
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+
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1
1
 Gleichung 4-408 
Für den Fall 
0)( 1 ≠+nX  Gleichung 4-409 
ändert sich diese Gleichung: 
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und es entsteht ein Ausdruck, der nicht weiter vereinfacht werden kann: 
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 Gleichung 4-411 
 
Um nun die Konzentration des Stoffes [ ]X  an der Stelle i zu erhalten, betrachtet man 
erneut die  Gleichung 4-200 unter Einbeziehung von  Gleichung 4-399,  Gleichung 
4-401,  Gleichung 4-402 und Gleichung 4-398. Durch Auflösung nach [ ]iX erhält man 
schließlich  Gleichung 4-415. 
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 Gleichung 4-412 
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 Gleichung 4-413 
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 Gleichung 4-414 
Hieraus lässt sich nun mit Hilfe der Überlegung, wie im Lösungsansatz von Glei-
chung 4-393 schon erwähnt, die Kaskade mathematisch als unterteilte Rinne anse-
hen und numerisch darstellen. 
[ ] [ ] ( ) [ ]( ) ( )iOi
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 Gleichung 4-415 
Da die Überlegung, die zu Gleichung 4-415 führt, ist auch eine weiterführende 
Schlussfolgerung erlaubt: Wenn eine Kaskade als Rinne betrachtet werden kann und 
die Flächen der Reaktoren in einer Kaskade nicht untereinander gleich sein müssen, 
wird offensichtlich, dass die Umsatzzahlen, die am Anfang der Berechnung als kon-
stant in jeder Stufe der Kaskade festgelegt worden sind, nun nicht mehr gleich sein 
müssen (wie schon in  Gleichung 4-397 und  Gleichung 4-398 beschrieben). Die 
Umsatzzahlen müssen nur für jeden Reaktor der Kaskade bekannt sein. Daraus folgt 
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ferner, dass ebenso die Größen κ  und F , aus denen die Umsatzzahl besteht, zwar 
für jede Stufe der Kaskade konstant aber untereinander nicht gleich sein müssen. 
 
Berechnung von Maximalstellen verschiedener Stoffe in metallurgischen Ge-
genstromkaskaden 
Um die Maximalstelle im Konzentrationsverlauf zu finden, wird Gleichung 4-334 he-
rangezogen. 
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Durch Auflösung nach [ ]iX wandelt sich der vorherige Term zu: 
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Mit Gleichung 4-179 ändert sich der vorherige Term zu  
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Durch Ableitung von Gleichung 4-417 nach dφGes und Nullstellensuche können die 
Maxima gefunden werden. 
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4.2 Physikalische Modelle 
Vor dem endgültigen Aufbau des Modells für den Reaktionsraum ist zunächst eine 
kleine, einstufige Versuchszelle erstellt worden, in der vor allem die verwendbaren 
Werkstoffe, Membranen, Fluidsubstanzen, Tracer, Stromstärken, Spannungen, Ab-
stände der Elektroden usw. auf ihre Brauchbarkeit und Kompatibilität geprüft worden 
sind. Außerdem sind damit geeignete Parametersätze für den Betrieb der Kaskade 
festgelegt worden. Ferner ließen sich die Qualität der eingesetzten Membranmateria-
lien überprüfen und die Analysenverfahren für die Messung von Ionenkonzentratio-
nen testen. Als Werkstoff für die Testzelle wurden wegen der Transparenz und Un-
empfindlichkeit gegenüber Basen und Säuren zwei Glashalbkugeln (Di = 100 mm) 
gewählt, die über einen Flansch verschlossen werden. Jedes Halbkugelteilstück 
erhielt Zu- und Abführungsöffnungen für die Modellflüssigkeit, und außerdem ver-
schließbare Öffnungen für die Entnahme der Flüssigkeit zu Analysezwecken und zur 
kontinuierlichen Abfuhr der entstehenden Gase bei der Elektrodialyse.  
Die beiden Elektroden wurden über und unter der Membran verschiebbar angeord-
net; beim zugeführten Strom wurden verschiedene Spannungen eingestellt und dazu 
die Stärke gemessen. Der Abstand der Elektroden wurde variiert. An der Versuchs-
zelle konnte durch Dissipation elektrischer Energie eine geringe Temperaturerhö-
hung mit Thermoelementen gemessen werden; die elektrische Leistung war zu ge-
ring, als dass eine Kühlung notwendig war. Jedoch wurde später in der endgültigen 
Messapparatur eine auf 20°C eingeregelte Kühlung in  der Mitte der mehrstufigen 
Kaskade eingebaut, um eine Temperaturerhöhung infolge der Serienschaltung aus-
zuschließen. Bei bestehenden Temperaturdifferenzen wären freie Konvektionsbewe-
gungen in den Zellen möglich gewesen, was den Verlauf der Anreicherung hätte 
ändern können. 
Die Ergebnisse der Versuchszelle ließen sichere Entscheidungen über die oben 
angesprochenen Werkstoffeignungen, die Membran- und Fluidwahl zu sowie über 
die einzustellenden Parametersätze.  
Mit der Testapparatur ließ sich auch eine erste Auswahl unter den in Frage kom-
menden Ionenlösungen treffen.  
In weiteren Tests für die Simulation der Prozesse (vergl. z.B. [ 25 ] bis [ 32 ]), wurden 
die fluiden Medien, Bauformen der Zellen, Anordnungen der Bauteile und die Art der 
Grenzflächen variiert. Daraus ergaben sich eindeutige Folgerungen für den Appara-
turaufbau, die in den folgenden Unterabschnitten beschrieben und zusammengefasst 
sind. 
 
4.2.1 Geometrie des Reaktionsraumes 
Nach den Vorversuchen zeigte sich, dass grundsätzlich nur zwei sinnvolle Formen 
für den Versuchsaufbau in Frage kamen: Entweder freie Phasengrenze oder mit 
einer durch eine Membran simulierten Phasengrenzfläche.  
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Bei der Variante Gegenstromrinne mit „freier Phasengrenzfläche“ streuten die Mess-
werte stark durch die nicht genau zu definierende Position und Einströmung in die 
Injektionsnadeln der Entnahmevorrichtung. Deshalb ergab sich nur ein ungenaues 
Bild der Vorgänge in der Versuchsapparatur (Vergl. Abschnitt 12.1).  
Diese Störungen konnten in der Bauform einer Kaskade mit simulierter Phasengren-
ze eliminiert werden, da es hier möglich war, die Messstellen zwischen den einzel-
nen Reaktionsräumen anzuordnen. Die Kaskade erlaubte infolge ihres Aufbaus aus 
mehreren Einzelreaktoren eine bessere Einstellung und Eingrenzung der Reaktions-
parameter und somit eine gezielte Steuerung der Apparatur. Eine schematische 
Darstellung einer vierstufigen Kaskade mit Angabe der Entnahmestellen zeigt 
Abbildung 4-3. Die Serienschaltung einer hinreichenden Anzahl von Zellen sollte 
ermöglichen das Verhalten der Rinne mit einem einzigen kontinuierlichen Reaktions-
raum nachzubilden. 
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Abbildung 4-3: Kaskadenmodell; Abwandlung des Rinnenreaktors durch Separation in Teilräume mit 
den einzelnen Messpunkten 
 
4.2.2 Fluide Medien 
Als Versuchsmedien kamen verschiedene Alkohole (Pentanol / Butanol / Isopropylal-
kohol), Öle (Olivenöl) und benzolhaltige Verbindungen sowie Wasser in Frage. Diese 
mussten jedoch auf ihre Tracerverträglichkeit und dessen Löslichkeit in den Modell-
phasen untersucht werden. Auch hierzu wurden im Vorfeld Versuche unternommen. 
Dabei stellte sich heraus, dass entsalztes Wasser aufgrund der besseren Löslichkeit 
für die favorisierten Tracer und seiner einfachen Handhabung am besten geeignet 
war.  
 
4.2.3 Tracersubstanzen 
Für die Tracersubstanzen kamen wasserlösliche Substanzen in Frage, die gleichzei-
tig im dissozierten Zustand eine freie Ionenladung besaßen. Getestet wurden           
1. Organische Substanzen (u.a. Säurefuchsin bzw. einige Trimethylmethanfarbstoffe 
sowie Uranin AP, Eosin B und G, ferner Apfelsäure, Zitronensäure, Essigsäure, 
Bernsteinsäure, Pyrazin-2,3-dicabonsäure); 2. Anorganische Substanzen (u.a. Kali-
umpermanganat, Schwefelsäure, Natrium- und Kaliumhydroxid) und Salze (u.a. 
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Ammoniumsulfat, Ammoniumchlorid). Vergleiche hierzu die Abschnitte 12.2 bis 12.4. 
Dabei lagen die eingesetzten Konzentrationen – je nach Substanzart – zwischen 10-2 
und 10-6 mol/l.  
Aufgrund der einfacheren quantitativen Erfassung mit der Spektroskopie, der guten 
Löslichkeit in Wasser sowie der sichtbaren Farbänderungen und der Resistenz ge-
gen elektrolytische Zersetzungserscheinungen erwies sich das Säurefuchsin als ein 
gut geeigneter Tracer. Seine chemische Zusammensetzung wird durch die Summen-
formel C20H17N3Na2O9S3 beschrieben und seine Strukturformel mit der Anordnung 
der Ionenladungen ist in Abbildung 4-7 gezeigt. Dieses Dinatriumsalz der Fuchsin-
trisulfonsäure gehört demnach zu den kationischen Farbstoffen und weist zwei cha-
rakteristische Peaks bei 208 und 546 nm auf, wie in Abbildung 4-4 ersichtlich ist. Der 
Spektralwert fällt bei 546 nm Basen- und Säureneinfluss signifikant ab und kann 
somit nicht als genauer Nachweis für die Konzentration dienen ([ 43 ], [ 75 ]), wie ein 
Vergleich von Abbildung 4-4 mit Abbildung 4-6 zeigt. Bei 208 nm bleibt der Spektral-
wert jedoch annähernd konstant. Der geringfügige Abfall des Spektralwertes bei 208 
nm im zeitlichen Verlauf der Versuche kann durch Zugabe von Pufferlösung mit ei-
nem pH – Wert von 7 der Firma Bernd Kraft GmbH kompensiert werden, ohne die 
Messgenauigkeit zu beeinflussen. Außerdem liegt unterhalb einer molaren Konzent-
ration von 0,5 · 10 -3 mol/l das Säurefuchsin nahezu vollständig in das Kation dissozi-
iert vor [ 58 ]; diese Bedingung ist um so mehr bei den in der Arbeit verwendeten 
Konzentrationen von 10-5 mol/l erfüllt. 
 
 
Abbildung 4-4: Spektroskopiescan von Säure-
fuchsin in entsalztem Wasser 
 
 
Abbildung 4-5 : Spektroskopiescan von Säure-
fuchsin in entsalztem Wasser, an-
gesäuert mit Schwefelsäure und 
Graphitsuspension 
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Abbildung 4-6 Spektroskopiescan von Säurefuch-
sin in entsalztem Wasser und an-
gesäuert mit Schwefelsäure 
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Abbildung 4-7: Strukturformel Säurefuchsin [ 79 ], 
Dinatriumsalz der Fuchsintrisulfon-
säure 
 
Durch die Spaltung von Wasser in Wasserstoff und Sauerstoff entwickelt sich eine 
Base oder eine Säure an der jeweiligen Elektrode. Durch deren Entwicklung, wie 
auch durch Oxidation mit dem freigesetzten Sauerstoff, zersetzt sich Säurefuchsin. 
Dies ist in Abbildung 4-8 ersichtlich. Durch Zugabe des oben genannten Puffers ließ 
sich diese Erscheinung eliminieren und die Oxidation auf einen Korrekturwert von 
etwa 0,015 pro Zelle festlegen. 
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Abbildung 4-8: Zersetzungserscheinungen ohne Pufferlösung und mit Pufferlösung und Korrekturfak-
tor 
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4.2.4 Entnahme der Proben 
Als Analysenmethode für die maximale Aufkonzentrierung der unterschiedlichen 
Ionenarten kam nur eine lokale Entnahme von kleinen Mengen der Modellflüssigkeit 
in Frage, um den Wert des Maximums in der Anreicherung nicht zu beeinflussen. Die 
entnommenen Proben wurden bei den Farbstoff – Tracern spektroskopisch und zur 
Überprüfung vereinzelt entweder mittels Titration oder durch pH – Wertbestimmung 
ausgemessen. 
Die Entnahmestellen sind zwischen den Zellen installiert, wo sich ein Durchschnitts-
wert in der Messung der aus- bzw. einfließenden Konzentrationen eingestellt hat und 
ferner Messfehler auszuschließen sind, die durch eine minimale Lageverschiebung 
der Entnahmestelle oder durch ungleichmäßiges Einsaugen der Modellflüssigkeit in 
den Zellen verursacht sein könnten. 
 
4.2.5 Elektroden 
Die quadratischen Elektroden wurden zunächst aus 5 mm starkem Graphit mit einer 
Kantenlänge von 80 mm angefertigt. Die Graphitplatten der Firma SGL-Carbon er-
wiesen sich zwar als langlebig, im Gegensatz zu den Graphitplattenelektroden des 
Chemiehandels, die schon in den Vorversuchen soweit angegriffen wurden, dass sie 
starke Auflösungserscheinungen zeigten. Jedoch konnten die Elektrodenplatten der 
Firma SGL- Carbon auch nicht eingesetzt werden, da sie ebenfalls Lösungserschei-
nungen zeigten. Neuere Untersuchungen haben ergeben, dass Graphit nicht unbe-
dingt hydrophob ist, sondern ältere Graphite auch hydrophile Eigenschaften besitzen 
können [ 82 ]. Die Graphit - Suspension beeinflusste die spektroskopische Bestim-
mung der Säurefuchsin (vergl. Abbildung 4-4 bis Abbildung 4-6 auf Seite 81) und der 
Trimethylmethanfarbstoffe wie auch die Spannungsmessungen, die zu Vergleichs-
zwecken durchgeführt wurden.  
Absetzversuche mit hohen Messzylindern über einem Zeitraum von mehreren Wo-
chen führten zu keiner sichtbaren Trennung. Die anschließende mikroskopische 
Begutachtung von kleinen Probemengen, die aus unterschiedlichen Höhenschichten 
entnommen wurden, ergaben keine Schichtung und eine eindeutige Feinstsuspensi-
on der Kohlenstoffteilchen, die auch bei einer Vergrößerung um den Faktor 100 nicht 
sichtbar wurden. 
Um die Verfälschung der Messergebnisse durch Ablösung von Graphit von den   
Elektroden zu vermeiden, wurden Platingitterelektroden der Firma Metakem 
(METAKEM GmbH, Achtzehnmorgenweg 3, D-61250 Usingen) eingesetzt. Das mit 
einer Platinschicht von 5 µm überzogene Titanstreckmetall mit einem Durchmesser 
von 1 mm und mit einer rautenförmigen Masche von 10 x 5 mm, wurde mit einer 
Lasche aus dem gleichen Material von 200 x 10 x 0,8 mm verbunden, durch die der 
Strom zugeleitet werden kann. Infolge der Platinierung weist das Material die Eigen-
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schaften einer Elektrode aus reinem Platin auf. Das Trägermaterial Titan bewirkt, 
dass sich mit den Elektrolyseprodukten Titanoxid bildet, das eine unlösliche, nicht 
leitende Schicht bildet. Diese blockiert an porösen Stellen der Platinschicht den 
Stromfluss und schützt die Elektrode vor Zerstörung. Verglichen mit massiven Platin-
elektroden sind die Investitionskosten wesentlich geringer (siehe Prospektmaterial 
Firma METAKEM). 
 
4.2.6 Membranen 
Den Membranen im Kaskadenmodell musste besondere Aufmerksamkeit gewidmet 
werden, da diese durch ihre Porengröße, Selektivität, Permeabilität und  elektrische 
Ladungen die Versuche entscheidend beeinflussen konnten. Aus dem vielfältigen 
Angebot an Membranen mussten die für die Tracer und Versuchsbedingungen ge-
eigneten Membranen ausgesucht werden.  
Die Porengrößen der Membranen sollten laut Herstellerangaben um bis zum Zehnfa-
chen über der Lineardimension der Moleküle der Tracer liegen, um den Stoffüber-
gang nicht zu behindern und Verstopfungen vorzubeugen.  
Die Membranen müssen ferner je nach Tracerladung negativ oder positiv geladen 
sein und eine ausreichende Selektivität besitzen, um genaue Versuchsergebnisse 
zuzulassen. Einige zur Dialyse eingesetzte Membranen der Firma Membrana und 
der Firma Nisho-Iwai wiesen diese Eigenschaften auf. Die Zellulosemembranen 
Cuprophan und Hemophan der Firma Membrana erwiesen sich nach den Vorversu-
chen als sinnvolle Wahl. 
 
4.2.7 Strömungsuntersuchungen 
Berechnungen: 
Die Strömungen in den Zellen haben Einfluss auf den Stoffübergang, weil sie die 
Durchmischung und die Verweilzeiten der Tracer innerhalb der Zellen steuern. Für 
Wasser wurden die Strömungen mit dem Simulationsprogramm FLUENT untersucht. 
Anhand der Rechenergebnisse, bei denen die Farbcodierung vereinfachend durch 
Grautöne dargestellt ist, wurde die Geometrie der Zellen modifiziert, um eine groß-
räumige, gleichmäßige Durchmischung zu erreichen. Wie in Abbildung 4-9 zu erken-
nen ist, fließt der größte Teil des zufließenden Fluids aus der gegenüberliegenden 
Ausflussöffnung unmittelbar ab und erreicht keine ausreichende Durchmischung. In 
Abbildung 4-10 sind Prallbleche eingesetzt worden. Die Strömung wird sowohl am 
Ein- als auch am Ausfluss von den Hindernissen so geführt werden, dass ein groß-
flächiges, gleichmäßiges Strömungsfeld mit weitgehend vereinheitlichtem Strö-
mungszustand in der gesamten Zelle vorliegt. Durch eine Reduzierung bzw. Anpas-
sung der Zellenhöhe (Abstand Membran / Wand) konnte diese Vergleichmäßigung 
noch weiter verbessert werden, wie aus Abbildung 4-11 ersichtlich ist. Die Strömung 
verteilt sich annähernd gleichmäßig über die gesamte Fläche und Höhe der Zelle. 
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Abbildung 4-9: Strömungssimulation mit Fluent in einer Kaskadenhalbzelle 
 
 
Abbildung 4-10: Strömungssimulation mit Fluent in einer Kaskadenhalbzelle mit Prallblech zur 
Vergleichmäßigung der Verweilzeit 
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Abbildung 4-11: Strömungssimulation mit Fluent in einer Kaskadenhalbzelle, mit Prallblech 
und geringerer Höhe des Rohrstücks zur Verbesserung der Strömungseigenschaften 
 
Visuelle Simulation: 
Zur Validierung der Rechenergebnisse wurden 15 Messreihen an einer vierstufigen 
Kaskade vorgenommen, die schematisch in Abbildung 4-12 dargestellt ist. Mit einem 
Strömungsvolumen von 20 ml/min wurde das Wasser eingeleitet. Am Messpunkt 1 
wurde konzentrierte Säurefuchsinlösung (10-2 mol/l) eingespritzt. Es zeigte sich, dass 
die rote Tracerlösung in zwei, sich langsam bewegenden, großflächigen, spiegelbild-
lichen Wirbeln über die Halbzelle verteilt wurde. Eine gleichmäßige Durchmischung 
war nach kurzer Zeit in den ersten zwei Zellen zu beobachten. Die Zellen drei und 
vier konnten visuell nicht beurteilt werden, da sich die Säurefuchsinlösung beim Aus-
tritt aus der zweiten Zelle schon soweit verdünnt hatte, dass zwar eine leichte rosa 
Färbung noch zu erkennen war, diese aber beim Eintritt in die dritte Zelle sich nicht 
mehr durch das menschliche Auge als Farbspur wahrnehmen und somit auch nicht 
deren Ausbreitung in der Zelle verfolgen ließ. Eine deutliche Verfärbung der gesam-
ten Modellflüssigkeit über längere Zeitspannen konnte jedoch festgestellt werden. In 
einer zweiten Versuchsreihe wurden die konzentrierte Säurefuchsinlösung durch die 
Entnahmeeinrichtung vor der dritten Zelle eingespritzt. Wie erwartet zeigte sich das 
gleiche Strömungsbild wie in den Zellen eins und zwei. 
 
Konvektiver Austausch der Flüssigkeit in mehrstufigen Kaskaden 
Vor Beginn jeder Messreihe müssen die Kaskadenzellen auf beiden Seiten der 
Membran mit den Modellflüssigkeiten (Wasser bzw. Wasser mit genau eingestelltem 
Traceranteil) befüllt und die Durchflussmengen gewählt werden. Um die Reprodu-
zierbarkeit der Messreihen zu sichern, erfolgte die Füllung zunächst beidseitig mit 
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entsalztem Wasser. In der Abbildung 4-12 schematisch dargestellten vierstufigen 
Kaskade, deren Zellen genau denen der später verwendeten Versuchsanordnung 
entsprachen, wurde dann tracerseitig mit typischer Konzentration (ca. 10-5 mol/l) 
Säurefuchsinlösung mit 20 l/min eingeleitet. An die Elektroden wurde keine Span-
nung angelegt, weshalb kein Transport der Ionen durch das elektrische Feld (Migra-
tion) möglich war. An den in Abbildung 4-12 mit den Zahlen gekennzeichneten 
Messstellen wurden dann alle 30 Minuten Proben entnommen, die spektroskopisch 
vermessen wurden. In Abbildung 4-13 sind die Extinktionswerte der Konzentrationen 
über den Messstellen und in Abbildung 4-14 die gleichen Werte als Funktion der Zeit 
aufgetragen. Man sieht in Abbildung 4-14, dass die Kurven für die Messstellen 2 bis 
5 mit ihren zunächst zeitlich steigenden Werten ab etwa 90 Minuten in eine Kurve 
zusammenfallen, die parallel zur Abszissenachse verläuft. Das lässt den Schluss zu, 
dass nach etwa 90 Minuten das Wasser in allen vier Zellen ausgetauscht ist. Wenn 
die Kaskade weitere Zellen enthält, vergrößert sich die Austauschzeit. Um Fehlmes-
sungen auszuschließen, wurde mit der Aufnahme von Messreihen 30 Minuten nach 
Konzentrationsausgleich begonnen.  
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Abbildung 4-12: Schematische Darstellung des Kaskadenmodells mit Angabe der Messstellen 
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Abbildung 4-13: Durchschnittliche Konzentrati-
onsänderung an den einzelnen Messpunk-
ten beim Austausch der Flüssigkeit auf der 
Tracerseite. 
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Abbildung 4-14: Durchschnittliche zeitliche Kon-
zentrationsänderung an den Messpunkten 
1 bis 5 beim Austausch der Flüssigkeit auf 
der Tracerseite. 
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4.2.8 Kalibrierung 
Die in Abbildung 4-15 gezeigte Eichkurve bei messtypischen Säurefuchsinkonzentra-
tionen wurde bei 208 nm spektroskopisch aus dem Durchschnittswert von mehreren 
Messreihen erstellt. Hierzu wurden, wie bei der anschließenden Messung der Anrei-
cherung, auf 70 l entsalztes Wasser 20 ml 20 prozentige Schwefelsäure und 40 ml 
pH 7 Pufferlösung zugegeben. Diese Lösung wurde auch als Nullkalibrierung für das 
Spektroskop verwendet. Auf einen Liter dieser Lösung wurden 0,29863 g Säurefuch-
sin (585,55 g/mol) zugegeben, um eine Konzentration von 5,141·10-4 mol/l zu erhal-
ten. Das Gewicht wurde mit einer Präzisionswaage ermittelt. Die Säurefuchsinlösung 
wurde ausgemessen und dann 500 ml davon entnommen; diese wurden mit 500 ml 
der Kalibrierungslösung verdünnt. Dieses Verfahren wurde solange wiederholt, bis 
sich Säurefuchsin nur noch spurenweise nachweisen ließ. Die Zugabe von Säure-
spuren war erforderlich, weil das vollständig entionisierte Wasser in den ersten Zel-
len auf der Wasserseite andernfalls als Isolator gewirkt und den Stromfluss nicht 
übertragen hätte. Schwefelsäure wurde gewählt, weil sie leicht in kleine Ionen zerfällt 
und ihre Bestandteile als chemische Gruppe im Säurefuchsin enthalten sind.  
Zur Überprüfung wurden außerdem mehrere Messreihen ohne Schwefelsäure und 
Puffer erstellt. Die Extinktionswerte lagen über denen, die mit Schwefelsäure und 
Puffer erstellt worden waren. Hieraus ist ersichtlich, dass eine Kalibrierung unbedingt 
notwendig ist, um die genauen Säurefuchsinkonzentrationen zu ermitteln. 
Die durchschnittlichen Ergebnisse der beiden Messreihen sind in Abbildung 4-15 
eingetragen. 
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Abbildung 4-15: Kalibrierkurve von Säurefuchsin in entsalztem Wasser mit Schwefelsäure- und Puffer-
lösung und ohne Schwefelsäure- und Pufferlösung 
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Die Herleitung des Spektralwertes e kann entweder nach dem Lambert - Beerschem 
Gesetz bei einer bestimmten Wellenlänge erfolgen, (IA = Anfangsintensität bzw. IE = 
Endintensität)  






=
E
A
I
I
e log
 Gleichung 4-419 
oder über die Gleichung 
ce ⋅⋅= λε
 Gleichung 4-420 
wobei λ die Wellenlänge, c die Konzentration und ε der molare Extinktionswert ist. 
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5 Versuchsaufbau 
5.1 Kaskadenmodell 
Das Kaskadenmodell besteht aus vier bis zwölf identischen Zellen, deren Anordnung 
und Verschaltung bereits in Abbildung 4-3 gezeigt wurde. Jede Zelle besteht aus 
zwei Plexiglaswandplatten mit den Abmaßen 10210210 ⋅⋅ mm und zwei konzentrisch 
angeordneten Rohrstücken mit einem Innendurchmesser von 143 mm, einer Höhe 
von 15 mm und einer Wandstärke von 3 mm. Zwischen den einzelnen Bauteilen liegt 
jeweils ein „Biergummi-“ Dichtungsring wie in Abbildung 5-1 ersichtlich. In den Plat-
ten befinden sich jeweils acht Bohrungen außerhalb der Rohrdurchmesser für die 
Verspannungsschrauben; zwischen den beiden Rohrstücken ist die Membran mit 
Hilfe der Verspannungsschrauben eingeklemmt. Die Schraubenabmessungen war 
M8 X 120 mm.  
In jedes Rohrstück sind horizontal für Zu- und Ablauf jeweils zwei Löcher mit einem 
Durchmesser von 5 mm gebohrt. Dadurch kann der Zu- und Ablauf der einzelnen 
Zellen untereinander mit Schläuchen verbunden werden. Zur Entlüftung wurde verti-
kal in jedem Zellenrohrstück eine Bohrung mit dem gleichen Durchmesser an der 
höchsten Stelle angebracht, um das bei der Elektrolyse entstehende H2 und O2 
gleichmäßig abzuführen. Über diese Bohrungen wurden von außen 20 mm lange 
Verbindungsrohrstücke mit einem Innendurchmesser von 6 mm aufgeklebt. Auf die 
Entlüftungsöffnung wurde ein bis zu 2 m langer, senkrecht aufgehängter Schlauch 
aufgesteckt, der das anfallende Gas abführte. Die Mindestlänge des Schlauches war 
durch den hydrostatischen Druck hinter der Pumpe vorgegeben. Versuche mit was-
serabweisenden, semipermeablen Membranen als Verschluss schlugen aufgrund 
der unzureichenden Durchlässigkeiten oder der Wasserdurchlässigkeit fehl. Wachs-
papier zeigte hier die besten Eigenschaften. Abbildung 5-2 zeigt das Bild einer zwei-
stufigen Kaskade.  
Die Probenentnahme erfolgte zwischen den einzelnen Zellen, damit ein klarer, reprä-
sentativer Durchschnittswert für die zu- bzw. ablaufende Lösung zuverlässig ermittelt 
werden kann. Damit waren im Unterschied zum Rinnenreaktor Fehler in den Mess-
ergebnissen durch eine räumliche Verschiebung der Probenentnahmestelle ausge-
schlossen.  
Für die Regelung der Durchflussmenge wurden zwei Durchflussmesser mit einer 
geeichten Durchflussmenge von 10 bis 50 ml/min der Firma COLE PARMER 
(http://www.coleparmer.com) eingesetzt, an denen mit Hilfe eines Nadelventils der 
Durchfluss exakt reguliert werden konnte.  
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Abbildung 5-1: Skizze einer Zelle des Kaskadenmodells 
 
Abbildung 5-2: Foto einer aus zwei Reaktoren bestehenden Kaskade bei einem Versuch 
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5.2 Hilfsmittel 
Die Flüssigkeiten der beiden Modelle wurden mit zwei handelsüblichen Zimmerbrun-
nenpumpen durch Kautschukschläuche der Firma Phywe (Phywe Systeme GmbH & 
Co. KG, Robert-Bosch-Breite 10, D-37079 Göttingen) mit 10 mm Durchmesser aus 
180 l fassenden Gefäßen entnommen. Als Entnahmestelle der Modellflüssigkeit 
zwischen den Zellen wurde ein T – Schlauchverbinder mit einem Silikonpfropf, durch 
den eine Injektionsnadel gestochen worden war, eingebaut (vergl. Abbildung 5-2). 
Am Auslauf der jeweiligen Kaskadenhälfte wurde mit einem Durchflussmengenmes-
ser mit Nadelventil der Volumenstrom geregelt. 
Zur Reglung der Spannung wurden Transformatoren der Firma Conrad 
(www.conrad.de) mit der Modellbezeichnung PS 302 Pro eingesetzt, die über Kabel 
mit den Elektroden der Apparatur verbunden waren. 
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6 Versuchsdurchführung und orientierende Vorversuche 
Vorversuche mit den Kaskaden, die aus drei bis zwölf Zellen bestanden, ergaben, 
dass die Anreicherung gut durch die Wahl der Spannungsabfolge gesteuert werden 
konnte. Der Transport des Säurefuchsin – Tracers wurde durch die spektroskopische 
Konzentrationsmessung ermittelt; zugleich war er visuell zu beobachten. Um das 
Zeitverhalten der Schaltungen zu testen, wurden zunächst Messungen mit drei- und 
fünfstufigen Anordnungen vorgenommen. Eine ungerade Anzahl der Zellen wurde 
gewählt, um die maximale Anreicherung in der Kaskadenmitte zu justieren, die span-
nungsfrei gehalten wurde. Weil die Vorversuche ergaben, dass diese Maßnahme 
nicht notwendig war, wurden die endgültigen Messungen mit sechs- und zwölfstufi-
gen Kaskaden ausgeführt. 
Zur Vorbereitung der Messung wurde das Modell vor Versuchsbeginn auf der einen 
Membranseite mit leicht angesäuertem, entsalztem Wasser und auf der anderen mit 
der gewählten Tracerlösung gefüllt. Dann wurden die Durchflussmengenströme ein-
gestellt und die Spannungen an die Elektroden der Zellen angelegt. Die Abbildung 
6-1 veranschaulicht in einem typischen Beispiel den zeitlichen Verlauf der Anreiche-
rung in einer zwölfstufigen Kaskade. Auffällig ist die anfängliche Anreicherung auf 
der Wasserseite und dann der nachfolgende Konzentrationsanstieg auf der Tracer-
seite. Dies kann damit erklärt werden, dass die Wasserseite zunächst mit dem Tra-
cer beladen werden muss, um dann den Tracer entgegen der anfänglichen Strö-
mungsrichtung zu transportieren und ihn dann wieder von der Wasserseite zurück 
auf die Tracerseite zu übertragen. Das System regelt sich je nach Durchflussmenge, 
Spannungsabfolge und Anfangskonzentration nach 2 bis 3 Stunden auf konstante 
Werte ein. Nach einer weiteren Stunde Sicherheitszeit wurden die Messungen vor-
genommen. 
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Abbildung 6-1: Verlauf der Anreicherung von Säurefuchsin in einer 12 - stufigen Kaskade 
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Dabei wurden nach jeweils 30 Minuten Proben entnommen, um die Störung durch 
die Entnahme von Modellflüssigkeit so gering wie möglich zu halten, denn jede Pro-
be musste ein Mindestvolumen von 5 ml haben, um vom Spektroskop ausgewertet 
zu werden. Bei einer 12 - stufigen Kaskade wurden die 26 Proben (vor Einlauf jeder 
Phase und hinter jeder Zellenhälfte) möglichst zeitgleich entnommen.  
Jede Messreihe (vergl. Abbildung 6-7) besteht aus mehreren gemittelten Tagesmes-
sungen (vergl. Abbildung 6-6) mit jeweils neu angesetzter Tracerlösung, wobei jede 
Tagesmessung aus mehreren Einzelmessungen (vergl. Abbildung 6-3, Abbildung 
6-4) besteht. Um exakte Werte zu erhalten, war bei größeren Abweichungen eine 
Messwiederholung einzelner Tagesmessungen unausweichlich. Jede Einzelmessung 
wurde anschließend mit den Durchschnittswerten der Messreihen verglichen, um 
versteckte Fehlerquellen zu entdecken, wie z.B. Membranrisse.  
In Abbildung 6-2 sind für eine sechsstufige Kaskade typische Werte der Spannung 
über der Reihenfolge der Zellen aufgetragen. Bei einer Spannungsabfolge von z.B.   
-40V, -15V, -5V, 5V, 15V, 40V in den einzelnen Zellen (-40V in der ersten Zelle, -15V 
in der zweiten Zelle, -5V in der dritten Zelle; jetzt Umpolung der Spannung auf 5V in 
der vierten Zelle, 15V in der fünften Zelle und 40V in der sechsten Zelle) ergaben 
sich aus den zeitlichen Einzelmessungen, wie in Abbildung 6-3 und Abbildung 6-4 für 
die Wasser- und Tracerseite ersichtlich, einzelne Kurven. Dabei sind auf der X – 
Achse die Messstellen und auf der Y – Achse die Extinktionswerte aufgetragen.  
Die einzelnen Kurven der Einzelmessungen sind in Abbildung 6-3 und Abbildung 6-4 
rechts im Kasten mit der Dauer des Versuchs in Minuten gekennzeichnet. 
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Abbildung 6-2: Spannungsabfolge der Abbildung 6-3. 
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Abbildung 6-3: Beispiel einer Anreicherung in einer Kaskade auf der Wasserseite. 
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Abbildung 6-4: Beispiel einer Anreicherung in einer Kaskade auf der Tracerseite. 
Die Lage der Messstellen und die Strömungsrichtungen sind in der Skizze in 
Abbildung 6-5 zu sehen. 
Wasser
mit
Tracer
Wasser
∆Ι1 ∆Ι2 ∆Ι3
∆U1 ∆U2 ∆U3
∆Ι5
∆U5
∆Ι4
∆U4
∆Ι6
∆U6
1
1
2
2
3
3
4 5
4 5
6
6
7
7
 
Abbildung 6-5: Nummerierung der Entnahmestellen bei einer sechsstufigen Kaskade. 
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Abbildung 6-6: Mittelwert einer Tages Messreihe (aus Abbildung 6-3 bzw. Abbildung 6-4) 
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Abbildung 6-7: Durchschnittswert mehrerer Tages - Messreihen bei gleichen Bedingungen wie 
Abbildung 6-6 
Auf Grund der besseren Übersichtlichkeit und leichteren Deutbarkeit werden im Fol-
genden nur noch die Graphen der Durchschnittswerte mehrerer Tagesmessungen 
dargestellt.  
Mit der sechs- und zwölfstufigen Kaskade wurde vorab auch getestet, ob die Konvek-
tion der beiden Modellflüssigkeiten den Transport des Tracers Säurefuchsin durch 
die gewählten Membranen begünstigt. Wie später bei der Diskussion und Auswer-
tung aller Versuchsergebnisse noch eingehend erörtert wird, ändert sich mit Durch-
flussmengenstrom und Strömungsgeschwindigkeit die Dicke der an der Membran 
anliegenden Grenzschicht, was die Konzentrationsdiffusion durch sie beeinflussen 
kann. Durch Abschalten des elektrischen Feldes an den Zellen der Kaskade wurde 
weiterhin getestet, in wieweit ein rein diffusiver Transport des Tracers durch die 
Cuprophan – Membran (Firma Membrana, Membrana GmbH, Öhder Straße 28, 
Wuppertal) eine Rolle spielt. Dazu wurde das sechsstufige Kaskadenmodell auf der 
einen Seite der Membran mit Tracerlösung (10-5 mol/l) und auf deren anderen Seite 
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mit entsalztem, leicht angesäuertem Wasser gefüllt. Dann wurden wie bei den Ver-
suchen verschiedene Durchflussmengen (5 – 100 ml/min) eingestellt. Bei der Aus-
wertung der Ergebnisse zeigte sich, dass die Diffusion sehr gering bzw. kaum mess-
bar ist. Bei 20 ml/min und einem durchschnittlichen Extinktionswert am Einlauf der 
Tracerseite von 0,836 änderte sich der durchschnittliche Extinktionswert auf der 
Wasserseite um +/- 2,5·10-3, dieser Wert liegt im Bereich des Messfehlers des Spekt-
roskops. In Abbildung 6-8 sind die Ergebnisse grafisch dargestellt.  
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Abbildung 6-8: Diffusionsmessung der Membranen an einer sechsstufigen Kaskade 
Um die Cuprophan – Membran auf ihre Durchlässigkeit gegen den Säurefuchsin – 
Tracer ohne anliegendes elektrisches Feld durch reine Konzentrationsdiffusion zu 
testen, wurden auch Untersuchungen an einer zwölfstufigen Kaskade bei einer 
Durchflussgeschwindigkeit von 20 ml / min und Extinktionswerten von 1,200 und 
1,600 vorgenommen. In Abbildung 6-9 sind die für die Entnahmestelle in der Kaska-
denmitte die gemessenen Extinktionswerte über einen Zeitraum von 350 Minuten 
aufgetragen.  
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Abbildung 6-9: Diffusionsmessung bei den Konzentrationen von 1,100 und 1,600 während einer 
Zeitdauer von sechs Stunden. 
In den beiden folgenden Abbildungen sind die entsprechenden Werte für alle einzel-
nen Entnahmestellen nach 350 Minuten dargestellt. 
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Abbildung 6-10: Diffusionsmessung bei einer Durchflussgeschwindigkeit von 20 ml/min bei einem 
Extinktionswert von 1,200 und 1,600 auf der Wasserseite. 
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Abbildung 6-11: Diffusionsmessung bei einer Durchflussgeschwindigkeit von 20 ml/min bei einem 
Extinktionswert von 1,200 und 1,600 auf der Tracerseite. 
Zusammenfassend kann aus diesen orientierenden Testmessungen gefolgert wer-
den, dass beim gewählten Versuchsaufbau und den Versuchsbedingungen weder 
der konvektive noch der diffusive Transport von Säurefuchsin in den Grenzschichten 
und durch die Membran eine Rolle spielt. Bei angelegtem elektrischen Feld an die 
Zellen der Kaskade hat überwiegend die Migration des Fuchsin- Ions für den Tra-
certransport Bedeutung, dessen Hauptwiderstand wahrscheinlich in der Membran zu 
überwinden ist. Diese Kenntnis erlaubt eine wesentliche Reduzierung des Versuchs-
programms.  
Die Polung der Zellenelektroden in der Gegenstromkaskade wurde so festgelegt, 
dass die Richtung für den Austausch des kationischen Tracers zwischen Tracer- und 
Wasserseite der entsprach, die in der Wirklichkeit für den Übergang von Begleitele-
menten zwischen Metall- und Schlackephase vorlag. Im Zulaufbereich der Tracer-
phase (Metall) war deshalb deren elektrisches Potential niedriger als das auf der 
Wasserseite (Schlacke) und im Auslaufbereich höher. Durch diese Wahl der Polung 
war es möglich, mit dem Tracer die Konzentrationsverläufe nachzubilden, die in der 
Wirklichkeit bei den Stahlbegleitelementen unter Einfluß des Sauerstoffpotentials 
auftreten können. Die Form der Konzentrationskurven sowie die Lage der Werte der 
Maxima wurde durch die Wahl der einzelnen Spannungen und deren Reihenfolgen 
(„Spannungsabfolgen“) angenähert. Die Zellenspannungen waren kleiner als +/- 50V, 
um Zersetzungserscheinungen und Erwärmungen zu begrenzen. Die größten Poten-
zialdifferenzen wurden an den beiden Zulaufsseiten eingestellt und zur Kaskadenmit-
te hin verkleinert. Durch diesen Verlauf der „Triebkräfte“ können bei entsprechender 
Wahl des Tracers, einer Anfangskonzentration und den Volumenströmen der Mo-
dellphasen die wirklichen Verhältnisse nachgebildet werden; dabei hat die Konzent-
ration in der Tracerphase nach Durchlaufen der Kaskade insgesamt abgenommen 
und im Wasser insgesamt entsprechend zugenommen. Außerdem erfolgt durch 
einen inneren Kreislauf des Tracers in der Kaskade unter Wirkung der an die Zelle 
angelegten elektrischen Potentiale in den beiden Phasen eine lokale Anreicherung.  
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7 Versuchsergebnisse 
Im Folgendem sind die Ergebnisse geordnet nach der Stufenzahl der experimentel-
len Anordnung dargestellt. Diese Einteilung erleichtert den Vergleich der Messwerte 
untereinander, die bei sechs- und zwölfstufiger Kaskade mit z.T. unterschiedlichen 
Parametersätzen (Spannungsabfolgen, Strömungsgeschwindigkeiten, etc.) ermittelt 
wurden.  
 
7.1 Sechsstufige Kaskade 
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Abbildung 6-5: Nummerierung der Entnahmestellen bei einer sechsstufigen Kaskade. 
Für alle Versuche wurden auf Tracer- und Wasserseite die gleichen Volumenströme 
von 20 ml/min eingestellt, was die Bilanzierung des übertragenen Stoffes vereinfacht. 
Die Änderung von Volumenstrom bzw. Durchflussgeschwindigkeit werden in der 
zwölfstufigen Kaskade untersucht (siehe Abschnitt 7.2). Als freie Parameter sind 
noch die Polung der Zellen, die an sie angelegten Spannungen und Konzentrationen 
des Tracers im Zulauf festzulegen. Die Polung der Elektroden erfolgte nach den 
oben in Abschnitt 6 beschriebenen Vorversuchen: Im Zuflussbereich auf der Tracer-
seite waren die Elektroden der ersten drei Zellen negativ und in seinem Abflussbe-
reich die restlichen drei positiv gepolt. Damit waren die Richtungen für den Transport 
des Säurefuchsin – Kations festgelegt. 
Symmetrisch zur Kaskadenmitte wurden auch die Beträge der an den Zellen ange-
legten Spannungen variiert. Abbildung 7-1 zeigt einige typische Spannungsabfolgen. 
Man sieht, dass die größten Spannungsdifferenzen am Tracer- und Wasserzulauf 
vorliegen (50 bis 20 V), und sie sich zur Kaskadenmitte hin verkleinern (20 bis 5 V). 
Zur Vereinfachung der Handhabung sind in Abbildung 7-1 rechts im Kasten auch die 
numerischen Werte für die einzelnen Spannungsabfolgen angegeben. Man kann 
erwarten, dass die gewählten Spannungsabfolgen bzw. die ihnen entsprechenden 
Feldstärken die Mengenströme des Tracertransportes beeinflussen. 
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Abbildung 7-1: Verlauf verschiedener Spannungsabfolgen entlang der Kaskade. 
Da der Tracertransport auch von der jeweiligen Konzentration des Tracers in den 
Zellen abhängen wird, wurde dessen Zulaufkonzentrationen zwischen Extinktions-
werten von 1,1 und 1,8 geändert. 
In Abbildung 7-2 bis Abbildung 7-27 sind für jede Zulaufkonzentration zunächst die 
Spannungsabfolge in den Zellen und darauf folgend in einer gesonderten Abbildung 
jeweils die Extinktionswerte über die einzelnen Messstellen aufgetragen. Die oberen 
Kurven verbinden die Messwerte auf der Tracerseite und die unteren die entspre-
chenden auf der Wasserseite. Es interessiert, wie sich die Verläufe der beiden Kur-
ven sowie die Lage und Werte der Maxima in Abhängigkeit von den gewählten Pa-
rametersätzen ändern. In den Bildunterschriften sind der Startwert des Tracers und 
die eingestellten Volumenströme angegeben. Vereinfachend enthalten sie außerdem 
die Spannungsabfolge noch einmal in numerischen Werten. 
Die Ergebnisse der Durchschnittswerte der Messreihen, die mit einem bei etwa 1,1 
konstant gehaltenen Extinktionswert erhalten wurden, sind für einzelne Spannungs-
abfolgen in der Abbildung 7-3 bis Abbildung 7-7 aufgetragen. In der Reihenfolge der 
Darstellungen nehmen die an Kaskadenanfang und –ende angelegten Spannungs-
beträge von 50V bis 20V ab. Gleichsinnig wurden die Beträge der Zellenspannungen 
zur Kaskadenmitte hin bis auf 10V verkleinert, jedoch nicht proportional zueinander, 
um auch den Einfluss von nicht verhältnisgleichen Spannungsabfolgen zu untersu-
chen. 
Vergleicht man die Kurven der Konzentrationswerte, so ergibt sich, dass alle Maxima 
in der Kaskadenmitte (Entnahmestelle 4 bzw. 4’) liegen. Dies ist eine Folge der 
symmetrisch zur Kaskadenmitte gewählten Polung und Spannungsverteilung in den 
Zellen. Hinsichtlich der Werte der Maxima ist festzustellen, dass sie mit abnehmen-
den Beträgen der Spannungsabfolge sowohl auf der Tracerseite (1,7; 1,4; 1,3) als 
auch auf der Wasserseite (0,95; 0,8; 0,65) abnehmen. Bezogen auf den Extinktions-
wert im Zulauf verkleinern sie sich tracerseitig von 55% über 37% auf 18%. Wasser-
seitig liegen sie bzw. um etwa 300%, 230% und 220% über den entsprechenden, 
sich nur wenig unterscheidenden Abflussextinktionswerten von 0,32; 0,35; 0,3 ; alle 
sind auch kleiner als die konstanten Zulaufkonzentrationen (1,1) auf der Tracerseite, 
denen die ebenfalls annähernd konstanten Abflusskonzentrationen von 0,75; 0,7; 0,8 
zuzuordnen sind. Der Vergleich der Kurven der Abbildung 7-5 mit denen der 
Abbildung 7-7 zeigt im typischen Beispiel, wie sich bei Vergrößerung der angegebe-
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nen Spannungsabfolge die Maximalwerte vergrößern und gleichzeitig die Steigung 
beider Kurven zunimmt. Diese Effekte zeigen, dass bei größeren elektrischen Feld-
stärken die Kraft auf die Ionen zunimmt und sie schneller, d.h. mit wachsender Men-
genstromdichte, durch die Membran transportiert werden. 
Aus Gründen der Massenerhaltung stimmen die Konzentrationsänderungen in jeder 
Zelle auf der Tracer- und der Wasserseite überein. Außerdem ist die Bilanz für die 
Zu- und Abflüsse der gesamten Kaskade erfüllt. 
Die oben diskutierten Verläufe der Kurven und der Wert ihrer Maxima lassen die 
Folgerung zu, dass die Anreicherung auf Grund eines inneren Kreislaufs des Tracers 
erfolgt, denn nur so sind Maximalwerte zu erklären, die über den Konzentrationen im 
Zu- und Abfluss liegen. Denselben Effekt haben K.H. Schubert und E. Steinmetz       
[ 41 ] auf der Grundlage theoretischer Überlegungen zur Gegenstrommetallurgie 
vorausgesagt; er wird mit dieser Arbeit zum ersten Mal experimentell bestätigt. Ob-
wohl das Auftreten von maximalen Konzentrationswerten für die An- und Abreiche-
rung von Begleitstoffen keine grundsätzliche Bedeutung hat, sind sie erwünscht, 
wenn z.B. ein angereicherter Teilstrom zur Weiterverarbeitung entnommen werden 
soll. Besonders für diesen Fall interessieren Modellversuche darüber, wie Lage und 
Werte der Konzentrationsmaxima sich steuern lassen wird separat behandelt. 
Wegen der oben erwähnten inneren Zirkulation des Tracers spielen für den Verlauf 
der Konzentrationskurven außerdem die Spannungsabfolgen eine Rolle. Für jede der 
eingestellten neun Zulaufkonzentrationen war wegen des großen Aufwandes eine 
vollständige Wiederholung mit allen sieben Spannungsabfolgen nicht möglich, denn 
jede Messung wäre zur Bildung eines sicheren Mittelwertes noch vier- bis fünfmal zu 
reproduzieren gewesen. Deshalb wurden diese Messungen mit einer geringen An-
zahl von Spannungsabfolgen durchgeführt. Bei der Auswahl der Spannungsabfolgen 
wurde beachtet, dass auch damit allgemeine Folgerungen aus den Ergebnissen 
möglich waren. 
In den folgenden Versuchen, die in Abbildung 7-2 bis Abbildung 7-27 dargestellt sind, 
wird zusätzlich die Konzentration im Tracerzulauf schrittweise um 0,1 auf 1,2 bis 1,8 
vergrößert. Mit steigender Zulaufkonzentration vergrößern sich unter sonst annä-
hernd gleichen Bedingungen alle Maximalkonzentrationen sowohl auf der Tracer- wie 
auch auf der Wasserseite. Diese Erhöhung der Anreicherung ist darauf zurückzufüh-
ren, dass das elektrische Feld auf mehr Tracerionen einwirkt und ihr Mengenstrom 
durch die Membran sich vergrößert. Man vergleiche hierzu zum Beispiel Abbildung 
7-11 mit Abbildung 7-13 (Spannungsabfolge: -30V,-20V, -10V, 10V, 20V, 30V) sowie 
Abbildung 7-15 mit Abbildung 7-17 (Spannungsabfolge: -40V, -15V, -5V, 5V, 15V, 
30V). 
Der Vergleich von Abbildung 7-21 mit Abbildung 7-23 zeigt, dass bei etwa gleichen 
Tracerzulaufkonzentrationen von ≈ 1,4 die Abflusskonzentrationen von Tracerfluid (≈ 
1,0) und Wasser (≈ 0,4) sowie die Maximalwerte (≈ 1,85) für die geänderte Span-
nungsabfolge (-30V ff vs. -40V ff) annähernd gleich bleiben (< ± 0,1). Es ändern sich 
aber infolge der Zunahme der Spannungen an der ersten und letzten Zelle sowie 
deren Abnahme in den vier inneren Zellen (vergl. Abbildung 7-23) die Steigungen der 
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beiden Konzentrationskurven. Abbildung 7-21 zeigt in der Umgebung der Maxima 
steilere Verläufe, während sie in Abbildung 7-23 flacher sind.  
Für einen auf etwa 1,8 gesteigerten Wert der Zulaufskonzentration zeigen Abbildung 
7-25 und Abbildung 7-27 weitere Beispiele für die Kurvenverläufe bei Spannungsab-
folgen, die in der ersten und letzten Zelle gleiche Werte (-30V bzw. 30V) haben. In 
Abbildung 7-25 sind jedoch die Spannungswerte in den vier inneren (-15V, -10V, 
10V, 15V) Zellen beträchtlich kleiner entsprechenden (-25V, -20V, 20V, 25V) in 
Abbildung 7-27. Die Werte der Maxima auf der Tracerseite sind in beiden Fällen mit 
2,6 gleich. Bei höheren Spannungswerten in den inneren Zellen der Kaskade (vergl. 
Abbildung 7-27) verlaufen beide Kurvenzüge jedoch wesentlich steiler bei den ent-
sprechend kleineren Spannungen in Abbildung 7-25. 
Zusammenfassend erhält man aus den obenstehenden Absätzen das Ergebnis, dass 
Werte und Verläufe der Anreicherung tracer- wie wasserseitig Funktionen von der 
Zulaufkonzentration des Tracers, von den an die Zellen angelegten Spannungen und 
von deren Abfolge sind. Vermutungen über die Art der Kupplung von Konzentratio-
nen und Spannungen werden weiter unten bei der Deutung der Experimente erörtert. 
Auch für sich zeigen die Daten quantitativ, wie sich geänderte Parametersätze aus-
wirken und wie damit wirkliche Prozesse nachbildbar sind. 
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Abbildung 7-2: Spannungsabfolge der Abbildung 7-3. 
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Abbildung 7-3: Anreicherung von Säurefuchsin mit einer angelegten Spannungsabfolge von -50V, 
-25V, -20V, 20V, 25V, 50V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,1. 
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Abbildung 7-4: Spannungsabfolge der Abbildung 7-5. 
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Abbildung 7-5: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -35V, 
-25V, -15V, 15V, 25V, 35V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,1. 
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Abbildung 7-6: Spannungsabfolge der Abbildung 7-7. 
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Abbildung 7-7: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-20V,-10V, 10V, 20V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,1. 
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Abbildung 7-8: Spannungsabfolge der Abbildung 7-9. 
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Abbildung 7-9: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -20V, 
-15V, -10V, 10V, 15V, 20V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,1. 
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Abbildung 7-10: Spannungsabfolge der Abbildung 7-11. 
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Abbildung 7-11: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-20V,-10V, 10V, 20V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,6. 
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Abbildung 7-12: Spannungsabfolge der Abbildung 7-13. 
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Abbildung 7-13: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-20V,-10V, 10V, 20V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,1. 
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Abbildung 7-14: Spannungsabfolge der Abbildung 7-15. 
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Abbildung 7-15: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -40V, 
-15V, -5V, 5V, 15V, 40V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,6. 
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Abbildung 7-16: Spannungsabfolge der Abbildung 7-17. 
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Abbildung 7-17: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -40V, 
-15V, -5V, 5V, 15V, 40V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,3. 
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Abbildung 7-18: Spannungsabfolge der Abbildung 7-19. 
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Abbildung 7-19: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-15V, -10V, 10V, 15V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,6. 
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Abbildung 7-20: Spannungsabfolge der Abbildung 7-21. 
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Abbildung 7-21: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-20V,-10V, 10V, 20V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,4. 
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Abbildung 7-22: Spannungsabfolge der Abbildung 7-23. 
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Abbildung 7-23: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -40V, 
-15V, -5V, 5V, 15V, 40V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,5. 
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Abbildung 7-24: Spannungsabfolge der Abbildung 7-25. 
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Abbildung 7-25: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-15V, -10V, 10V, 15V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,8. 
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Abbildung 7-26: Spannungsabfolge der Abbildung 7-27. 
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Abbildung 7-27: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, 20V, 25V, 30V bei 20 ml/min Durchfluss und Startwert 1,8. 
7.2 Zwölfstufige Kaskade  
Bei den Versuchen zur Anreicherung in der zwölfstufigen Kaskade wurden ähnliche 
Bedingungen wie bei der sechsstufigen eingestellt:  
Polung und Spannungsabfolgen wurden wieder symmetrisch zur Kaskadenmitte 
gewählt. Die Schrittweite in den Spannungsabfolgen wurde gleichbleibend auf ent-
weder 2,5V oder 5V beschränkt, weil damit der Verlauf der Anreicherung detaillierter 
dargestellt werden konnte. Eine bessere Auflösung interessierte besonders, weil in 
diesen Versuchsserien auch der Konvektionseinfluss durch geänderte Volumenströ-
me (20 bis 100 ml/min) untersucht werden sollte. Ferner wird so der erwartete Nach-
weis erleichtert, dass bei Änderung der Anzahl der Kaskadenstufen die Anreicherung 
grundsätzlich ähnlich verläuft. Das ist auch für die Aufstellung mathematischer Mo-
delle von Bedeutung. Die Spannungsbeschränkung erlaubte bei der verfügbaren 
Transformatorbank den Abgriff der Höchstspannungen von +/- 30 V, was aber keine 
Einschränkung in der Allgemeingültigkeit der Ergebnisse bedeutet. Die Konzentratio-
nen im Tracerzulauf wurden schrittweise zwischen Extinktionswerten von 1,2 bis 2,1 
geändert. Für die Darstellung der Ergebnisse wurden die Entnahmestellen für die 
Konzentrationsmessungen neu nummeriert, wie es das Schema der Abbildung 7-28 
zeigt. 
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Abbildung 7-28: Nummerierung der Entnahmestellen bei einer zwölfstufigen Kaskade. 
Die Anreicherung war wie bei der sechsstufigen Kaskade von der Anfangskonzentra-
tion, den Spannungswerten und den Spannungsabfolgen entlang der Kaskade ab-
hängig. Verschiedene Versuchsreihen, die wie alle Ergebnisse aus mehreren Ta-
gesmessungen und diese wiederum aus mehreren Einzelmessungen bestehen, 
werden nun im einzelnen verglichen. Zunächst wurde eine Anfangskonzentration mit 
einem Extinktionswert von 1,2 und eine Durchflussmenge von beidseitig 20 ml/min 
eingeleitet. Die Spannungsabfolge wurde in 5 V - Schritten über die Kaskade (-30V; -
25V; -20V; -15V; -10V; -5V; 5V; 10V usw.) eingestellt (Abbildung 7-29 und Abbildung 
7-30).  
Bei der nächsten Versuchsreihe, Abbildung 7-31, wurde bei gleichem Extinktionswert 
(1,2) und gleicher Spannungsabfolge die Durchflussmenge beidseitig verdoppelt (40 
ml/min). Eine Vergrößerung der Durchflussmengen hat eine Verkleinerung des Ma-
ximalwertes sowohl tracer- als auch wasserseitig zur Folge, was zu einer Verfla-
chung beider Kurvenzüge führt. Diese Effekte sind mit den Änderungen der Bilanzen 
für die Tracerkonzentration in allen Zellen zu erklären. Im Zuströmbereich der Tracer-
lösung (linke Seite der Bilder) wird deren Konzentration erhöht, weil hier im elektri-
schen Feld Tracerionen von der Wasserseite durch die Membran transportiert wer-
den. Bei gleicher Feldstärke und annähernd gleicher Konzentration auf der Wasser-
seite bleibt auch der so übertragene Mengenstrom gleich, während sich die konvektiv 
durch die Zellen bewegten Flüssigkeitsmengen vergrößern. Dies hat insgesamt eine 
Anreicherung zur Folge. 
Danach wurde die Konzentration bzw. der Extinktionswert fast verdoppelt (auf 2,0) 
und jeweils mit zwei Durchflussmengen (20 ml/min Abbildung 7-32 und 40 ml/min 
Abbildung 7-33) ausgemessen.  
In den Versuchsreihen von Abbildung 7-35 bis Abbildung 7-38 wurden die Spannun-
gen in den einzelnen Zellen halbiert (15V, 12,5V; 10V; usw.) und mit beiden zuvor 
angegebenen Konzentrationen und Durchflussmengen ausgemessen, vergl. 
Abbildung 7-35 bis Abbildung 7-38. Auch hier lassen sich die erkennbaren Auswir-
kungen durch Bilanzierung einfach klären. 
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Abbildung 7-29: Spannungsabfolge der Abbildung 7-30 bis Abbildung 7-33. 
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Abbildung 7-30: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V bei beidseitig 20 ml/min mit 
einem Startwert von 1,2. 
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Abbildung 7-31: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V bei beidseitig 40 ml/min mit 
einem Startwert von 1,2. 
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Abbildung 7-32: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V bei beidseitig 20 ml/min mit 
einem Startwert von ca. 2,0. 
Versuchsergebnisse 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 116 - 
0,000
0,250
0,500
0,750
1,000
1,250
1,500
1,750
2,000
2,250
2,500
2,750
3,000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Entnahmestelle
Ex
tin
kt
io
n
sw
er
t [-
]
Wasserseite Tracerseite
 
Abbildung 7-33: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V bei beidseitig 40 ml/min mit 
einem Startwert von ca. 2,0. 
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Abbildung 7-34 Spannungsabfolge der Abbildung 7-35 bis Abbildung 7-38. 
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Abbildung 7-35: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -15V, 
-12,5V, -10V, -7,5V, -5V, -2,5V, 2,5V, 5V, 7,5V, 10V, 12,5V, 15V bei beidseitig 
20ml/min mit einem Startwert von 1,2. 
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Abbildung 7-36: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -15V, 
-12,5V, -10V, -7,5V, -5V, -2,5V, 2,5V, 5V, 7,5V, 10V, 12,5V, 15V bei beidseitig 
40ml/min mit einem Startwert von 1,2. 
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Abbildung 7-37: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -15V, 
-12,5V, -10V, -7,5V, -5V, -2,5V, 2,5V, 5V, 7,5V, 10V, 12,5V, 15V bei beidseitig 
20ml/min mit einem Startwert von ca. 2,0. 
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Abbildung 7-38: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -15V, 
-12,5V, -10V, -7,5V, -5V, -2,5V, 2,5V, 5V, 7,5V, 10V, 12,5V, 15V bei beidseitig 
40ml/min mit einem Startwert von ca. 2,0. 
In den folgenden zwei Abbildungen sind verschiedene Spannungsabfolgen und Vo-
lumenströme (der Graphen der Abbildung 7-32, Abbildung 7-33, Abbildung 7-37 und 
Abbildung 7-38 in einer Abbildung) in einer Darstellung gezeigt. Die Abreicherung 
nach Durchlaufen der Kaskade bei einem Volumenstrom von 20 ml/min und einer 
Anfangsvoltstärke von   30 V auf der Säurefuchsinseite ist mit der langsameren 
Strömung und der höheren Spannung gut zu erklären. Die Anreicherungskurven von 
20 ml/ min und 12,5 V sowie 40 ml/ min und 30 V zeigen einen ähnlichen Verlauf, da 
sowohl die Strömungsgeschwindigkeit wie auch die Spannungsstärke und -folge 
Versuchsergebnisse 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 119 - 
entlang der Kaskade die Form und Höhe der Anreicherung beeinflusst. Die Kurve bei 
20 ml/ min und 12,5 V hat leicht höhere Werte, da die Spannung nicht wie die Durch-
flussmenge exakt halbiert wurde.  
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Abbildung 7-39: Durchschnitt der Anreicherung bei verschiedenen Durchflussmengen und Spannun-
gen bei einer Anfangskonzentration von einem Extinktionswert von 2,000 auf der Was-
serseite. 
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Abbildung 7-40: Durchschnitt der Anreicherung bei verschiedenen Durchflussmengen und Spannun-
gen bei einer Anfangskonzentration von einem Extinktionswert von 2,000 auf der Tra-
cerseite. 
Bei höheren Anfangskonzentrationen ist auch bei der 12 – stufigen Kaskade der 
Wert des Maximums bei sonst gleichen Bedingungen höher, weil sich mehr Tracer-
teilchen im Einflussbereich des elektrischen Feldes befinden.  
Weitere Messungen bei unterschiedlichen Konzentrationen sind Abbildung 7-42 und 
Abbildung 7-44 dargestellt. Die Anfangskonzentration wurde mit einem Extinktions-
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wert von 1,600 und eine Durchflussmenge von 20 ml/min gewählt. Bei Halbierung 
der Spannungen sieht man einen eindeutigen Abfall des Maximums. Das Maximum 
ist eine Funktion von Spannungshöhe, Spannungsabfolge und Tracerkonzentration, 
was getrennt zu erörtern ist. 
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Abbildung 7-41:Spannungsabfolge der Abbildung 7-42. 
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Abbildung 7-42: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V bei beidseitig 20 ml/min mit 
einen Extinktionswert von 1,6. 
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Abbildung 7-43: Spannungsabfolge der Abbildung 7-44. 
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Abbildung 7-44: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -15V, 
-12,5V, -10V, -7,5V, -5V, -2,5V, 2,5V, 5V, 7,5V, 10V, 12,5V, 15V bei beidseitig 20 
ml/min mit einen Extinktionswert von 1,6.. 
Werden nun die Durchflussmengen einseitig (entweder auf der Tracer- oder auf der 
Wasserseite) von 20 ml/min geändert, ergeben sich folgende typische Ergebnisse:  
Bei einer Änderung der Durchflussmenge auf 100 ml/min auf der Tracerseite ist mit 
einem Anfangsextinktionswert von 1,400 eindeutig eine geringere Anreicherung zu 
erkennen. Vergleiche hierzu Abbildung 7-46 mit Abbildung 7-47.  
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Abbildung 7-45: Spannungsabfolge der Abbildung 7-46 bis Abbildung 7-50. 
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Abbildung 7-46: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit einem Durchfluss von 
100 ml/min auf der Tracerseite und 20ml/min auf der Wasserseite und einem Extinkti-
onswert von 1,4. 
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Abbildung 7-47: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit einem Durchfluss von 20 
ml/min auf der Tracerseite und 20ml/min auf der Wasserseite und einem Extinktions-
wert von 1,4. 
Für die Anfangsextinktionswerte von 2,0 werden nun die Messergebnisse verglichen, 
bei denen die Durchflussmenge auf der Tracerseite von 20 ml/min in Abbildung 7-49 
auf 30 ml/min in Abbildung 7-48 erhöht und somit die Anreicherung verringert wurde. 
In Abbildung 7-50 sind entsprechend die Messwerte bei einer Durchflussmenge von 
40 ml/min auf der Tracerseite aufgetragen. Sie zeigen die gleiche Tendenz. 
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Abbildung 7-48: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit einem Durchfluss von 30 
ml/min auf der Tracerseite und 20ml/min auf der Wasserseite und einem Extinktions-
wert von ca. 2,0. 
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Abbildung 7-49: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit einem Durchfluss von 20 
ml/min auf der Tracerseite und 20ml/min auf der Wasserseite und einem Extinktions-
wert von ca. 2,0. 
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Abbildung 7-50: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit einem Durchfluss von 40 
ml/min auf der Tracerseite und 40ml/min auf der Wasserseite und einem Extinktions-
wert von ca. 2,0. 
Ein Verglich der Maximalwerte befindet sich im Anhang. 
 
7.3 Theoretische Deutung des Stoffaustausches 
Aufgabe der vorgelegten Arbeit ist, für die Gegenstrommetallurgie ein Modell aufzu-
bauen und zu erproben. Die theoretische Erörterung des Stoffaustausches durch die 
Membran überschreitet prinzipiell diese Themenstellung. Zur Abrundung des behan-
delten Stoffes wird sie trotzdem vorgenommen, damit sie für eventuell weiterführen-
de Arbeiten bereitsteht und deren Aussichten besser beurteilbar macht.  
 
7.3.1 Stoffdurchgangszahl und Permeabilität 
Für den Stoffaustausch durch eine permeable Membran, die beiderseits von Fluiden 
mit unterschiedlichen Tracerkonzentrationen angeströmt wird, kann man die Stoff-
durchgangszahl angeben. Sie wird analog zur Wärmedurchgangszahl für die in 
Abbildung 7-51 gezeigte physikalische Situation hergeleitet. Darin ersetzt der räumli-
che Konzentrationsverlauf c(X) den Verlauf der Temperatur, die Stoffübergangszahlen 
κ  die Wärmeübergangszahlen α und die Permeabilität LP der Wand von der Stärke L 
deren Wärmeleitfähigkeit λ. Mit den Konzentrationsdifferenzen stellt man für die linke 
und rechte Seite sowie innerhalb der Platte drei getrennte Stoffbilanzen auf, deren 
Massenströme aufgrund des Erhaltungssatzes untereinander gleich sein müssen. 
Man kann die inneren, an den Wandoberflächen auftretenden Konzentrationen durch 
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die äußeren, in den beiden freien Strömungen vorliegenden Werte ersetzen, wenn 
man die beiden Stoffdurchgangszahlen iκ  und aκ  sowie die Permeabilität LP zur 
Stoffdurchgangszahl dκ zusammenfasst. Wie beim Wärmedurchgang erhält man 
durch Auflösen der drei gekoppelten Bilanzen nach kurzer Rechnung  
Pai
d
L
L
++
=
κκ
κ
11
1
 Gleichung 7-1 
Dabei ist L die Wandstärke. 
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Abbildung 7-51: Schematische Darstellung des Konzentrationsverlaufes durch eine Membran  
Ci = Konzentration innen 
κi  = Stoffübergangskoeffizient durch „innere“ Grenzschicht zur „inneren“ Wandoberfläche 
c1 = Konzentration an der Wandoberfläche „innen“ 
L  = Dicke der Membran 
Lp = Hydrodynamische Permeabilität [m3/(m2·s·Pa)] bei Druckdifferenz als treibende Kraft 
C2 = Konzentration an der Wandoberfläche außen 
Ca = Konzentration außen 
κa  = Stoffübergangskoeffizient durch „äußere“ Grenzschicht zur „äußeren“ Wandoberfläche 
ui = Strömungsgeschwindigkeit in ungestörter Hauptströmung außen 
ua = Strömungsgeschwindigkeit in ungestörter Hauptströmung außen 
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7.3.2 Grenzschichtausbildung bei Längsanströmung 
Auf Grund der Haftbedingung bildet sich an umströmten Körpern eine Grenzschicht 
aus, in der die Geschwindigkeit von 99% ihres Wertes in freier Strömung auf Null 
abfällt. Wegen der zunehmenden Verzögerung des Fluids im wandnahen Bereich 
verbreitert sich die Dicke der Geschwindigkeitsgrenzschicht stromab. In ähnlicher 
Weise bildet sich um einen Körper die in Abbildung 7-51 gestrichelt gezeichneten 
Konzentrationsschichten aus, wenn gelöster Stoff der Strömung entnommen (linke 
Bildseite) oder zugeführt wird (rechte Bildseite). Die Widerstände gegen den Energie- 
und Stofftransport in Grenzschichten werden durch Wärme- bzw. Stoffübergangs 
zahlen charakterisiert. Dabei unterscheiden sich die lokalen Werte am Ort x von den 
über eine Lauflänge L gemittelten. Für die Stoffübergangszahl bei der laminar längs-
angeströmten, ebenen Platte gilt z. B. das empirische Gesetz [ 84 ]: 
2
1
2
1
6
1
2
1
3
2
1332,0
−
∞
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κκ  Gleichung 7-3 
xm κκ 2=  Gleichung 7-4 
Dabei sind D der Diffusionskoeffizient, 
∞
u die Geschwindigkeit der ungestörten, freien 
Strömung, ν  deren kinematische Zähigkeit. 
 
7.3.3 Darstellung mit dimensionslosen Kennzahlen 
In allgemeiner Form wird in Abschnitt 12.5 (Prinzipien der gewählten Modelle) erör-
tert, dass der Stoffübergang in Strömungen durch die Funktion Sh=f (Re, Sc) be-
schrieben wird. Für die längsangeströmte ebene Platte gilt im laminaren Fall: 
3
1
2
1
ScReconst ⋅⋅=Sh  Gleichung 7-5 
Für den Stoffübergang in laminar durchströmenden Kanälen gibt E. Staude ähnliche 
Produkte der gleichen Kennzahlen an (vergl. [ 23 ]), die zusätzlich den auf die Lauf-
länge L bezogenen hydraulischen Durchmesser dh enthalten sowie andere Proporti-
onalitätskoeffizienten und Exponenten haben. 
3
1
h
L
dScRe62,1Sh 





⋅⋅=  Gleichung 7-6 
In turbulenten Bereich gelten formal ähnliche Beziehungen mit ebenfalls anderen 
Werten für Konstanten und Exponenten. Deshalb ist eine Kenntnis der Strömungs-
form Voraussetzung, die man mit dem Wert der Reynolds – Zahl erhält. 
Versuchsergebnisse 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 127 - 
Grundsätzlich lässt sich mit den oben angegebenen Beziehungen ein eventueller 
Konvektionsbeitrag zum Stoffdurchgang durch die Membran ermitteln, wenn er auf-
treten sollte.  
 
7.3.4 Charakterisierung der Strömungszustände durch Reynolds - Zahlen 
Zur Überprüfung des Strömungszustandes wurden für vier typische Volumenströme 
(10; 20; 50; 100 cm3 /min) an den kritischen Stellen der Zellen (in der Zuflussleitung 
FR, im freien Querschnitt FP des Umlenkbleches am Einlass und im größten Zellen-
querschnitt FZ) die Reynolds – Zahlen geprüft. Mit den Werten für die Volumenströ-
me kann man für die einzelnen Querschnitte die Strömungsgeschwindigkeit w aus 
der Kontinuitätsgleichung berechnen. Eingesetzt in die Reynoldszahl  
ν
d
w ⋅=Re  Gleichung 7-7 
erhält man die in Tabelle 7-1 eingetragenen Zahlenwerte. Dabei ist zu beachten, 
dass für die beiden Rechteckquerschnitte Fp und FZ als charakteristische Längen d 
die hydraulichen Durchmesser  
U
Fd 4=  Gleichung 7-8 
(F = Querschnittsfläche; U = benetzter Umfang) eingesetzt werden. 
Mengenstrom
g/min=cm3/min 10 20 50 100
Ort der Zelle
Zuleitung 42 84 213 420
Schlitz über Umlenkung 1,8 3,6 9,2 18
Zelle (größter Querschnitt) 2 4,5 10,5 20
 
Tabelle 7-1: Reynolds – Zahlen an charakteristischen Orten in der Zelle 
Bei den in dieser Arbeit gewählten Bedingungen liegen alle Reynolds – Zahlen im 
laminaren Bereich, wobei die höchsten Werte in den Zuleitungen auftreten, jedoch 
mit Re ≤ 420 mindestens um den Faktor 5 unter der kritischen Reynolds – Zahl für 
den Umschlag in die turbulente Rohrströmung bleiben. In den freien Querschnitten 
über dem Umlenkblech und in Zellenmitte liegen die Zahlenwerte sogar um mehr als 
Faktor 100 unter dem kritischen Wert. Infolgedessen wird auch in scharfen Umlenk-
zonen am Prallblech die eventuell dort angefachte Turbulenz auf sehr kurzem Wege 
gedämpft und abklingen. Damit ist bestätigt, was schon nach dem Verlauf der Anfär-
bung zu vermuten war (vergl. Abschnitt 4.2.7). 
 
Versuchsergebnisse 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 128 - 
7.3.5 Diffusion von Molekülen in Flüssigkeiten und Migration von Ionen im 
elektrischen Feld 
Für die Transportkoeffizienten von Gasen existieren auch bei großen Dichten sehr 
sichere theoretische Berechnungsgrundlagen, die aus der Boltzmannschen Stoßglei-
chung resultieren. Die Lösungen erfolgen unter den Annahmen von Zweierstößen 
und realistischen binären zwischenmolekularen Wechselwirkungspotentialen. Bei der 
sehr dichten Molekülpackung im flüssigen Zustand sind diese Voraussetzungen nicht 
mehr erfüllt [ 85 ] Es sind keine Angaben über die Wechselwirkung zwischen den 
kristallähnlichen als Schwarm strukturierten Wassermolekülen und dem Säurefuchsin 
möglich, das wegen seines komplizierten Aufbaus und der Ladungsverteilung außer-
dem als polares Molekühl einzuordnen ist. Infolgedessen ist das Wechselwirkungs-
potential richtungsabhängig, was bei der notwendigen Mittelung über den Raumwin-
kel zu weiteren Unsicherheiten führt. 
Bei der rechnerischen Ermittlung der Diffusionskoeffizienten in Flüssigkeiten geht 
man von stark idealisierten Theorien des flüssigen Zustandes aus, weshalb man 
keine sicheren Resultate erwarten darf [ 86 ]. Eine befriedigende Annäherung erhält 
man nur für sehr große, kugelförmige Molekühle vom Radius rA, die durch verdünnte 
Lösungen mit der dynamischen Viskosität ηB diffundieren. Abweichungen lassen sich 
dann der unvollkommenen Kugelform und dem gemittelten Moleküldurchmesser 
zuordnen, ohne sie wirklich zu erklären. Für diesen Spezialfall lässt sich thermofluid-
dynamisch die Stokes-Einstein-Gleichung für die Diffusionskoeffizienten DAB herlei-
ten. 
AB
AB
r
RTD
⋅⋅
=
ηpi6
 Gleichung 7-9 
Aufgrund dieser Beziehung wurden mehrere empirische Modifikationen hergeleitet. 
C.R.Wilke und P. Chang [ 87 ] geben z.B. an 
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 Gleichung 7-10 
Darin bedeuten: DAB = Diffusionskoeffizient des gelösten Stoffes A im Lösungsmittel 
B [cm2/s]; MB =Molekulargewicht des Lösungsmittels B [cP]; ∅ = Assoziationsfaktor 
Lösungsmittel, für Wasser =2,6; VA = Molvolumen des gelösten Stoffes A [cm3/mol]. 
Zur Ermittlung des Molvolumen geben J. Partington [ 88 ] und G. Le Bas [ 89 ] Additi-
onsregeln für die Atome an: Man summiert die Anzahl der Atome C, H, O und N. Für 
jede Doppelbindung wird die Summe um -1 und für jeden Sechsring um -7 verklei-
nert. Das Ergebnis wird mit 7 multipliziert. Dazu addiert man die mit dem Faktor 21 
multiplizierte Summe der S - Atome. Da Angaben für Na fehlen wurde dessen Wert 
durch Vergleich der Atomvolumina bei J. Eggert [ 90 ] abgeschätzt. Man findet, dass 
das Atomvolumen von Na gut mit Cl übereinstimmt, für das der Faktor 24,5 angege-
ben wird. Die Anwendung dieser Regel auf Säurefuchsin liefert nach kurzer Rech-
nung  VA ≈ 350 cm3/mol. Bei Raumtemperatur folgt schließlich aus Gleichung 7-10          
DAB ≈ 3 · 10-5 cm2/s. Obwohl das in Wasser gelöste Säurefuchsin als Ion vorliegt, 
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wurde bei der obenstehenden Berechnung des Diffusionskoeffizienten der Empfeh-
lung gefolgt, die Diffusion in verdünnten Lösungen und bei Anwesenheit des elektri-
schen Feldes vereinfachend als molekulare zu behandeln [ 86 ]. 
Für die Diffusion von Ionen in Elektrolytlösungen werden in [ 91 ] und [ 92 ] Beziehun-
gen angegeben, die ähnlich wie Gleichung 7-9 strukturiert sind, aber weitere empiri-
sche Korrekturen enthalten. Auch hier wäre man für Säurefuchsin auf Schätzwerte 
angewiesen, was die Datensituation nicht verbessert.  
Die Migration der Ionen mit der Ladung ze unter der Kraft FE =zeE des elektrischen 
Feldes E erfolgt nur in dessen Vorzugsrichtung, weil bei den gewählten Versuchsbe-
dingungen FE größer ist als die regellos am Ion angreifenden Kräfte FR, die die 
Brownsche Molekularbewegung verursachen. Die Geschwindigkeit uA der Ionen 
kann einfach ermittelt werden, wenn man die elektrische Feldkraft FE gleichsetzt mit 
der Reibungskraft FR = 6·π·ηB·rA·uA nach Stokes [ 93 ]. 
AB
A
r
zeE
u
⋅⋅
=
ηpi6
 Gleichung 7-11 
Vereinfachend wurden hier zusätzliche Widerstandskräfte durch Retardation und 
Relaxation [ 58 ] wegen ihrer geringen Beiträge vernachlässigt. Das Produkt der 
Ionengeschwindigkeit uA mit der Ionenkonzentration cA (Säurefuchsin) im Anoden-
raum der Zelle ergibt den Ionenstrom, den das elektrische Feld vor der Membran 
bereitstellt.  
Dazu addiert sich der konvektiv antransportierte Anteil. Die gleichen Gesetzmäßig-
keiten gelten für den Kathodenraum hinter der Membran, so dass zur Ermittlung der 
Stoffdurchgangszahl dκ  nach Gleichung 7-1 nur noch der Quotient L/LP (Membran-
stärke zu Membranpermeabilität) fehlt. Die Membrandicke war etwa L = 0,1 mm. 
Bezüglich der Membranauswahl für das Modell wurde der Empfehlung des Herstel-
lers (z.B. Firma Membrana, Wuppertal) gefolgt, der zur Anreicherung von Säurefuch-
sin in Wasser eine Cuprophan – Membran aus Restbeständen einer Sonderfertigung 
zur Verfügung stellte. 
Die Herstellerangaben [ 94 ] beschränkten sich darauf, dass die Membranmatrix aus 
vielfach übereinander gelegten, miteinander verpressten, dünnen Celluloseschichten 
mit eingelagerten Festionen besteht. Auch auf mehrfache Nachfragen waren keine 
Angaben über Art und Konzentration der Ionen oder Werkstoffblätter zu erhalten. 
Über die freien Querschnitte wurde lediglich mitgeteilt, dass deren Werte die mittle-
ren Durchmesser des Säurefuchsins bis zum Zehnfachen überträfen. Die Membran 
sei so gefertigt, dass ein Transport der großen Ionen nur bei angelegtem elektrischen 
Feld erfolge. Da die Aufgabenstellung dieser Arbeit die modellhafte Untersuchung 
der Gegenstrommetallurgie war, nicht aber die Grundlagen der Transportvorgänge in 
Membranen, so gerieten sie erst nachträglich ins Blickfeld. Das erklärt den Grund für 
nicht vorgenommene, einfach auszuführende Permeabilitätsmessungen. 
Nach Abschluss des experimentellen Teils der Arbeit und dem umfeldbedingten 
Abbau der Apparatur, sind Daten der Cuprophan – Membran experimentell nicht 
mehr zu ermitteln. Obwohl über Membranen eine umfangreiche Sonderliteratur exis-
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tiert, die E. Staude [ 42 ] zusammengefasst hat, ist eine rein theoretische Ermittlung 
der Permeabilität unter elektrischem Feldeinfluss in Cuprophan – Membranen nicht 
möglich, wenn sie wirklichkeitsnah erfolgen soll. Auch elektrochemische Erörterun-
gen anhand der Thermodynamik irreversibler Prozesse und Ausbildung von „kompli-
zierten“ (sic!) elektrolytischen Doppelschichten auf den Membranflächen, die C. Ha-
mann und W. Vielstich [ 66 ] in diesem Zusammenhang diskutieren, können an die-
sen Kenntnisstand nichts grundsätzlich ändern.  
Eine Lösung kann deshalb nur darin bestehen, aus den Experimenten der vorliegen-
den Arbeit rückwirkend ein übergeordnetes, empirisches Gesetz für den Stoffdurch-
gang durch die verwendete Cuprophan – Membran herzuleiteten. 
 
7.4 Empirischer Ansatz für übertragene Stoffmengen 
Auch ohne Kenntnis der Membranpermeabilität lässt sich voraussehen, dass bei 
anliegendem elektrischen Feld der durchgelassene Mengenstrom der Säurefuchsin – 
Ionen von folgenden Faktoren abhängt: 
1. Von der Zahl der Ionen im Anodenraum. Diese ist proportional deren Konzen-
tration c, wobei wieder vollständige Dissoziation vorausgesetzt wird. 
2. Von der Migration der Ionen in Anodenraum und Membran, die bei sonst glei-
chen Bedingungen (Ionenwertigkeit, Zähigkeit der Lösungsmittel etc.) nur von 
der elektrischen Feldstärke E abhängt. 
Durch Auswerten der Konzentrationsmessungen kann man ohne Membrandaten 
(Permeabilität, freien Querschnitt, Membrandicke, transportkinetische Wechselwir-
kungen etc.) die vom Anodenraum vor der Membran in den Kathodenraum hinter der 
Membran übertragene Stoffmenge leicht ermitteln. Die Konzentrationsänderung ∆cK 
im Kathodenraum (= übertragener Massenstrom der Ionen) setzt man in Kombination 
der beiden eingangs erwähnten Einflussfaktoren direkt proportional zur mittleren 
Ionenkonzentration cA im Anodenraum multipliziert mit der Feldstärke E. Trägt man 
als Beispiel in Abbildung 7-52 etwa dreißig beliebig herausgegriffene Wertepaare 
∆cKi über dem Produkt iAi Ec ⋅ für die sechsstufige Kaskade (i = 1, 2, … 6) auf, so 
erhält man einen Streubereich um den eingezeichneten, annährend linearen Verlauf. 
Die Darstellung zeigt quantitativ, dass bei großen Werten des Produktes große Io-
nenmengen in den Kathodenraum überführt werden (rechte Bildseite); entsprechend 
haben kleine iAi Ec ⋅  - Werte kleine ∆cK zur Folge (linke Bildseite). Als analytische 
Form der Ausgleichskurve lässt sich leicht eine Geradengleichung y = m · x (yi = ∆cKi 
und iAii Ecx ⋅= ) angeben. Es ergibt sich m ≈ 0,0352. 
Da die Konzentrationsänderung ∆cK im Katodenraum aus Gründen der Massenerhal-
tung der Änderung ∆cA im Anodenraum gleich sein muss, kann man die Messwerte 
und ihre Differenzen überprüfen und noch einmal verifizieren. Die Streuung um die 
Ausgleichskurve in Abbildung 7-52 ist die unvermeidliche Folge der früher erörterten 
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Mittelwertbildung für die Messreihen. Sie wird bei einem Teil der Messungen auch 
dadurch verursacht, dass die lineare Mittelung der Anodenraumkonzentration über 
große Konzentrationsdifferenzen erfolgt. Sie treten bei den gewählten Spannungsab-
folgen vereinzelt dann auf, wenn in den Endzellen der Kaskade größere Spannungs-
differenzen angelegt werden. 
Mit der Streuung im Zusammenhang von Mittelwertbildungen kann eine anscheinend 
systematische Abweichung zu kleineren übertragen Konzentrationen in der ersten 
Zelle hinter dem Wasserzulauf allein nicht erklärt werden. In Abbildung 7-52 liegen 
diese rechts, über großen EcAi ⋅  - Werten aufgetragenen Kic∆  - Werten weit unter 
der  Ausgleichskurve. Begründungen mit verkürzten Verweilzeiten oder dem Auftre-
ten von Polarisationserscheinungen und Fouling an der Membran [ 42 ] sind unwahr-
scheinlich, weil sich die Vorgänge in den Endzellen der Kaskade nicht wesentlich von 
denen in den Innenzellen unterscheiden. Dort wird dieser Effekt aber nicht beobach-
tet. Eine plausible Ursache ist der Zustrom von entionisiertem Wasser, das erst mit 
Ladungsträgern d.h. Tracerionen beladen werden muss, um den Widerstand gegen 
das Fließen des elektrischen Stromes herabzusetzen. Bei gleicher Zellenspannung 
und größerem Widerstand im Kathodenbereich wird nach dem Ohmschen Gesetz ein 
kleinerer Strom (Ladungsmenge pro Zeiteinheit) durch diese Zellen fließen. Dem 
geringen Ladungstransport entspräche die beobachtete geringere Konzentrations-
verschiebung. Diese Plausibilitätsbetrachtung lässt sich im Nachhinein aber nicht 
mehr experimentell bestätigen.  
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Abbildung 7-52: EcAi ⋅ und Kic  mit Trendlinie und Ausgleichsgraden 
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7.5 Bilanzierung der Transportvorgänge in einer Zelle 
In Abbildung 7-53 ist die Zelle i mit den beiden durch gepunktete Linien umrandeten 
Bilanzräumen I und II schematisch dargestellt, die durch die Membran getrennt sind. 
Der Raum zwischen Membran und negativ gepolter Elektrode wird als Kathoden-
raum, der vor der positiven Elektrode als Anodenraum bezeichnet. Beide Räume 
sind inhaltsgleich und werden von Modellfluiden durchströmt. Sie sind deshalb offene 
Systeme im Sinne der Thermodynamik. Die Migration des als Tracer verwendeten 
(positiv geladenen) Kations des Säurefuchsins erfolgt unter Wirkung des elektrischen 
Feldes vom Anodenraum in den Kathodenraum, d.h. in der angegebenen Pfeilrich-
tung. Durch diesen Stoffstrom sind die beiden Systeme gekoppelt. Die eingezeichne-
te Polung der Elektroden wird für die erste Hälfte der Kaskade gewählt, die am Tra-
cerzulauf beginnt. In der zweiten Hälfte (zum Wasserzulauf hin) wird die Polung 
vertauscht, weshalb die Lage von Kathodenraum und Anodenraum dort wechselt und 
die Migrationsrichtung der Ionen sich in Abbildung 7-53 umkehrt. Der Polwechsel, die 
gewählte Spannungsabfolge und die Führung der beiden Fluide im Gegenstrom 
haben bei Hintereinanderschaltung aller Zellen sowohl auf der Tracer- als auf der 
Wasserseite die bereichsweisen Anreicherungen oder Verarmungen des Tracers und 
die Ausbildung von Konzentrationsmaxima zur Folge. 
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Abbildung 7-53: Schematische Darstellung einer Kaskadenzelle i mit den Entnahmestellen für Proben 
an den Messstellen MPi und MPi+1. Die Bilanzräume I und II sind durch gepunktete Li-
nien umrandet; sie liegen über und unter der Membran 
 
Durch die selektive Cuprophan – Membran werden unter Einwirkung des elektri-
schen Feldes nur die Säurefuchsin – Ionen wandern, die vielleicht eine geringe An-
zahl assoziierter Wassermolekühle begleitet. Deshalb ändert sich bei den hier ge-
wählten kleinen Tracerkonzentrationen von 10-5
 
mol/l zwar deren Anteil messbar 
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nicht aber die Wassermengenströme, weil gegen ihre viel größeren Werte von 10 bis 
100 ml/min die sehr kleinen, mit Ionen eingetragenen Anteile vernachlässigbar sind. 
Außerdem wurde oben experimentell nachgewiesen, dass kein Konvektionsbeitrag 
auftritt.  
Deshalb lässt sich durch die Konzentrationsmessungen an den Messstellen vor und 
hinter den Zellen die Konzentrationsänderung ∆c darin eindeutig der Migration durch 
die Membran zuordnen. Die Konzentrationsdifferenz für den Kathodenraum muss 
aus Gründen der Massenerhaltung mit der im Anodenraum übereinstimmen, d.h.  
∆ck – ∆cA = 0, wodurch sich Messwerte und Annahmen einfach überprüfen lassen. 
Diese einfache Form der Bilanzgleichung für den Stoffaustausch zwischen zwei 
Massenströmen gilt aber nur unter folgenden Bedingungen: 
Die Bilanzräume I und II müssen gleiche Querschnitte bzw. gleiche Volumina haben 
sowie von zahlengleichen, ideal durchmischten Mengenströmen durchflossen wer-
den, die dann auch die gleiche mittlere Geschwindigkeit haben. Diese Beziehungen 
folgen aus der als „Kontinuitätsgleichung“ bezeichneten Massenbilanz für strömende 
Stoffe. 
Ändert man auf einer Seite der Membran, z.B. im Bilanzraum I den Mengenstrom um 
den Faktor n hält aber alle anderen Parameter gleich, also auch die von II nach I in 
der Zeiteinheit übertragene Ionenmenge, so wird jetzt die Konzentrationsänderung 
∆ck2 = 1/n · ∆cA1 der ursprünglichen Konzentrationsdifferenz betragen. Mit vergrößer-
tem Mengenstrom (bei n > 1) nimmt die gemessene Konzentrationsdifferenz ab; im 
Falle eines verkleinerten Mengenstromes (bei 0 < n < 1) nimmt sie zu. 
Der Fall ruhender Medien wird nicht betrachtet, weil ohne Längstransport kein Ge-
genstromprinzip mehr vorliegt. Der Quertransport von Ionen allein führt zu instationä-
ren Konzentrationsverteilung bis z.B. die Lösung im Anodenraum wegen     cA → 0 
erschöpft ist. Instationäre Konzentrationsänderungen werden auch in dem Fall sehr 
kleiner Durchsätze auftreten, wenn der Ionenstrom durch die Membran größer ist als 
der konvektive aus dem Kathodenraum ausgetragene Anteil. 
Bei kleinen Durchflussmengen sind bei sonst konstanten Bedingungen große Kon-
zentrationsänderungen zu erwarten und vice versa. Da die Ionenentnahme aus den 
Fluidelementen des Anodenraums und die Ionenanreicherung in den Fluidelementen 
des Katodenraums so lange erfolgt, wie sie sich in den entsprechenden Bilanzräu-
men befinden, sind beide Vorgänge direkt proportional zur jeweiligen mittleren Ver-
weilzeit τ ; sie sind also verkehrt proportional zu den Werten von Mengenströmen 
und mittleren Geschwindigkeiten. 
Bei der Versuchsanordnung haben alle Anoden- und Kathodenräume den gleichen 
Inhalt von jeweils VB = 164 ml. Damit erhält man bei den gewählten Durchsatzmen-
genströmen BM& = 10, 20, 50, 100 ml/min als mittlere Verweilzeiten τ  für die Fluid-
elemente beziehungsweise 16,4; 8,2; 3,28; 1,64 min, wenn man über die Systeme 
folgendermaßen bilanziert: 
BB VM =⋅τ&  Gleichung 7-12 
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8 Diskussion der Versuchsergebnisse 
Die Ergebnisse der vorangehenden Kapitel sollen im Folgenden anhand von typi-
schen Ergebnissen nun systematisch erörtert werden. 
 
8.1 Vergleich der Versuchsergebnisse mit der
 mathematischen Simulation 
8.1.1 Vorbereitung der verwendeten Gleichungen 
Die Berechnungen in Kapitel 4.1, die sich auf die Anreicherung von Begleitelementen 
im Metall beziehen, sollen nun mit den Messergebnissen verglichen werden. Zum 
besseren Verständnis der Flussrichtung der Schmelze ist in Abbildung 8-1 eine Kas-
kade mit sechs Reaktoren noch einmal skizzenhaft dargestellt. 
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Abbildung 8-1: Skizze einer Kaskade. 
Gleichung 4-415 lässt sich mit der Annahme, dass in der einfließenden Schlacke der 
Anteil des zu berechnenden Begleitelementes ((X)n+1) = 0 angenommen werden 
kann, 
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In die Äquivalenzbeziehung Gleichung 4-83 
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soll das elektrische Potential eingesetzt werden. 
[ ] RT
UzF
a A
∆
≈ln  
Somit wird Gleichung 4-83 zu 
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=⋅Λ+= 0lnln  Gleichung 8-2 
und diese kann umgeformt werden zu: 
( )ia
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RTU Oi ⋅Λ+=
0ln  Gleichung 8-3 
Mit der Überlegung, dass 
iEU i ⋅−∆=∆ ε0  Gleichung 8-4 
kann Gleichung 8-3 geschrieben werden als 
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Durch die Festlegungen 
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und 
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ändert sich Gleichung 8-3 zu 
( )iaiU Oi ⋅Λ+=⋅′−′ 00 lnε  Gleichung 8-8 
 
Zur weiteren Berechnung mit der Gleichung 4-83 kann gesetzt werden. 
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Daraus folgt nach Umformung  
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Damit kann Gleichung 4-83 dargestellt werden als 
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Durch Entwicklung des Logarithmus kann die Gleichung 8-12 umgestellt werden 
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Zur ersten Abschätzung wird hier nur das erste Glied der Reihenentwicklung in Be-
tracht gezogen. 
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Mit der Festlegung  
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 Gleichung 8-15 
und Gleichung 8-7 kann Gleichung 8-14 geschrieben werden als: 
iEE Oii ⋅−∆=∆ ε  Gleichung 8-16 
Dies bestätigt, dass das Sauerstoffpotential in der Berechnung und die angelegten 
Spannungen als äquivalent angesehen werden können, da das elektro-chemische 
gleich dem elektrischen Potential ist und dieses wiederum gleich dem Sauerstoffpo-
tential bzw. der Sauerstoffaktivität. Die exakte Beziehung bleibt jedoch die Gleichung 
8-10, die im Folgenden auch benutzt wird. 
 
8.1.2 Auswertung der Versuchsergebnisse 
Setzt man für z.B. die 12 – stufige Kaskade Spannungen in die Berechnung ein: 
ReaktorenderAnzahl
SpannungenderSumme
=ε =
12
60V
= 5 V Gleichung 8-17 
So ist eine Spannungsabfolge in 5V - Schritten als sinnvoll zu erachten 
Nun können Werte stufenweise für den Stoffübergang bzw. die Konzentration nach
 Gleichung 8-1 berechnet werden. 
Im Fall der Versuchskaskade (Wasser / Wasser) ist ein K  - Wert von 1 einzusetzen. 
Der Y – Wert kann berechnet werden mit:  
1==
M
S
m
m
Y
&
&
 Gleichung 8-18 
und das Verhältnis der Konzentrationen im Metall [X] und der Schlacke (X) wird 
gleich dem Verhältnis der entsprechenden Extinktionswerte S angenommen. 
Diskussion der Versuchsergebnisse 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 137 - 
[ ]
[ ] 00 S
S
X
X ii
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Mit diesen Überlegungen können nun die Berechnungen und Versuchsergebnisse für 
Anreicherungen entlang des Kaltmodells der Kaskade aufgestellt und verglichen 
werden.  
 
Die Gleichung 4-200 wurde für die Berechnungen der hier aufgeführten Beispiele 
verwendet. Bei einer Berechnung der Ergebnisse im Rechner wird die Gleichung 
4-200 automatisch von Zelle zu Zelle wieder eingesetzt. 
Der Wert von [X]E kann aus Gleichung 4-209 berechnet werden, indem man i bis n 
laufen lässt, also i =n setzt. Somit ergibt sich die oben berechnete Gleichung 4-209, 
bei der [X]E = [X]i ist. Für die Auswertung der Versuchsergebnisse kann man auch 
Gleichung 4-223 verwenden. 
Es wird ausgegangen von K  = 1, weil im beiden Fällen Wasser als Lösungsmittel für 
den Tracer in beiden Phasen ist. Die Austauschfläche mit 0,064 m2 (Versuchszellen-
abmessung) angenommen. Die Messwerte in den Versuchszellen wurden mit Hilfe 
der Anfangswerte [X]Anfang auf der Tracerseite auf einen Durchschnittswert normiert. 
Für die Festlegung des  ϕ  - Wertes wurde der darin enthaltene κ  - Wert durch Ite-
rattion (ausgehend von κ  = 1,05) und ständigen Vergleich mit den Messwerten zu κ  
= 1 ermittelt.  
Das Ergebnis in Abbildung 8-2 dargestellt. 
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Abbildung 8-2: Änderung der Variablen bei der Berechnung, um diese mit den Versuchsergebnissen 
zu vergleichen. 
Die mathematische Berechnung und die Versuchsergebnisse der Tracerseite zeigen 
tendenziell denselben Verlauf, insbesondere das Maximum an derselben Stelle.  
Durch den Auftrag der Messwerte gegen die berechneten Werte in Abbildung 8-3, 
kann festgestellt werden, dass die berechneten Wert
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chen. Bei einer Übereinstimmung der beiden Werte müsste sich eine Grade mit ei-
nem Winkel von 45° ergeben. 
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Abbildung 8-3: Gegenüberstellung der berechneten und gemessenen Werte der Abbildung 8-2. 
Bei einer Korrektur des ϕ  - Wertes -ausgehend von Gleichung 4-116, mit dem ermit-
teltem Stoffübergangskoeffizienten (κ ) von 1 und dem Massenstroms ( M& ) mit 20 
ml/min können die Kurven nun, wie in Abbildung 8-4 erkennbar, als fast identisch 
angesehen werden. 
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Abbildung 8-4: Anpassung der Berechnung an die Versuchsbedingungen. 
Auch bei der Gegenüberstellung der berechneten und der gemessenen Werte, stellt 
sich in Abbildung 8-5 ein Winkel der Geraden von 45° ein. 
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Abbildung 8-5: Gegenüberstellung der berechneten und gemessenen Werte der Abbildung 8-4 
 
Nachdem die Variablen jeweils kritisch überprüft wurden, konnten die Kurven von 
anderen Messreihen mit Hilfe der Gleichungen berechnet werden, die Ergebnisse 
sind in der Abbildung 8-6 und der Abbildung 8-7 dargestellt.  
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Abbildung 8-6: Änderung der Variablen bei der Berechnung, um diese mit den Versuchsergebnissen 
zu vergleichen. 
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Abbildung 8-7: Änderung der Variablen bei der Berechnung, um diese mit den Versuchsergebnissen 
zu vergleichen. 
Auch in diesem Fall stimmen die Berechnungen mit den Versuchswerten nahezu 
überein. Leichte Abweichungen zwischen den beiden Kurven können auf den in der 
Versuchskaskade hinzugefügten Puffer zurückgeführt werden. Durch die pH – Wert – 
Änderung in der Kaskade können auch K  – Werte leicht verschieden von 1 ange-
nommen werden. 
Wie vorne gezeigt, kann der Stoffübergang und somit die Anreicherung in einer Ge-
genstromkaskade beschrieben werden. In den Gleichungen sind sowohl die unter-
schiedlichen elektrochemischen wie auch die elektrischen Potentiale zwischen zwei 
Phasen in einer Zelle (Reaktor) einer Gegenstromkaskade behandelt. 
Damit wurde zugleich der Fall erörtert und behandelt, dass man zur Simulation der 
Messung von schwer zugänglichen und modellierbaren Stoffaustauschvorgängen 
sowohl die mathematische als auch die physikalische Simulation für den Zweiphasen 
Stoffaustausch verwenden kann. Dabei können Konzentrationsabhängigkeiten durch 
elektrische Potentialunterschiede dargestellt und simuliert werden.  
Vorteile der physikalischen Modellierung sind vor allem, dass  
- Toträume 
- Strömungsvariationen 
- Geometrien 
- Konzentrationen 
- Potentialunterschiede  
- Systemspezifische Widerstände beim Übergang durch die Phasengrenze  
berücksichtigt werden können. 
Damit ist belegt, dass die mathematische Berechnung und die Versuchsergebnisse 
zu gleichen Ergebnissen führen. Das mathematische Modell und somit auch das 
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physikalische Modell beschreiben die Stoffanreicherung in einer n – stufigen Kaska-
de.  
 
8.1.3 Anwendung des mathematischen Modells auf metallurgische Systeme 
Nachdem die aufgestellten Gleichungen überprüft wurden und sich als verwendbar 
erwiesen haben, können sie nun mit Daten aus der Literatur ausgewertet werden. 
Dazu werden Beispiele für Mangan, Vanadium und Chrom als Begleitelemente im 
Eisen herangezogen. 
 
Mit Hilfe der Gleichung 4-200 und Gleichung 4-209 wurde der Begleitelementüber-
gang bzw. -anreicherung berechnet.  
Mangan 
Folgende Randdaten werden für Mangan angenommen:  
[X]Anfang (Anfangskonzentration des Stoffes X im Metall) =  0,012 (1,2%) 
0
Oa  (Sauerstoffaktivität am Metallausfluss) =  0,1 (10%) 
Y (relative Gesamtschlackenmenge) = 0,13 (13%) 
K Mangan (Gleichgewichtskonstante [ 16 ]) =  7,024 
M&  =  3,5 t/min 
n (Anzahl der Zellen) =  12 
F (Austauschfläche)= 1,1 m2 
κ (Stoffübergangskoeffizient) wurde angenommen mit = 40 kg/m2·min 
In Abbildung 8-8 sind die Ergebnisse der Berechnungen aus der Gleichung 4-415 für 
Mangan dargestellt.  
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Abbildung 8-8: Berechnung der Stoffanreicherung für Mangan 
Bei der Berechnung wird unter den oben genannten Vorraussetzungen die Anreiche-
rung des Mangans auf einen Maximalwert von 36% erhalten.  
 
Vanadium 
Folgende Randdaten werden für Vanadium angenommen:  
[X]Anfang (Anfangskonzentration des Stoffes X im Metall) =  0,012 (1,2%) 
0
Oa  (Sauerstoffaktivität am Metallausfluss) =  0,1 (10%) 
Y (relative Gesamtschlackenmenge) = 0,1 (10%) 
K Vanadium (Gleichgewichtskonstante [ 16 ]) =  32,4 
M&  =  3,5 t/min 
n (Anzahl der Zellen) =  12 
F (Austauschfläche)= 1,1 m2 
κ (Stoffübergangskoeffizient) wurde angenommen mit = 40 kg/m2·min 
Tabelle 8-1: Standardeingaben in die Berechnung 
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Abbildung 8-9: Berechnung der Stoffanreicherung für Vanadium  
Das Maximum in der Metallphase ([X]Max) ist aus Abbildung 8-9 mit 17,7% ablesbar 
oder aus der Berechnung herzuleiten. Dies ist eine Aufkonzentration des Anfangs-
wertes auf das 14,75 -fache. 
 
Chrom 
Bei den Berechnungen von Chrom als Begleitelement stellen sich ähnliche Kurven 
ein. In Abbildung 8-10 sind die Ergebnisse der Berechnungen dargestellt.  
Folgende Randdaten werden für Chrom angenommen:  
[X]Anfang (Anfangskonzentration des Stoffes X im Metall) =  0,016 (1,6%) 
0
Oa  (Sauerstoffaktivität am Metallausfluss) =  0,1 (10%) 
Y (relative Gesamtschlackenmenge) = 0,1 (10%) 
K Crom (Gleichgewichtskonstante [ 16 ]) =  32,67 
M&  =  3,5 t/min 
n (Anzahl der Zellen) =  12 
F (Austauschfläche)= 1,1 m2 
κ (Stoffübergangskoeffizient) wurde angenommen mit = 40 kg/m2·min 
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Abbildung 8-10: Berechnung der Stoffanreicherung für Chrom  
 
8.1.4 Vergleich der Berechnungen der Anreicherung mit dem physikalischen 
Wassermodell 
Nach den Berechnungen der Anreicherung in metallurgischen Systemen stellt sich 
die Frage, ob und wie das hier gewählte physikalische Wassermodell auch für die 
Simulation der metallurgischen Systeme herangezogen werden kann. Auffällig ist die 
wesentlich geringere Anreicherung gegenüber den Berechnungen der metallurgi-
schen Systeme. Abgesehen von den Größen des Stoffdurchsatzes und der Anfangs-
konzentrationen, die ihrerseits bereits erheblich verschieden vom metallurgischen 
System sind, besteht eine sehr große Einschränkung bei den physikalischen Model-
len darin, dass die Spannung in den einzelnen Zellen der Kaskade auf maximal 40V 
begrenzt war. Das entsprechende Potential des Sauerstoffs in der Schlacke ist je-
doch wesentlich höher.  
Die gemessenen Extinktionswerte der zwölfstufigen Kaskade wurden zur Grundlage 
für einen Vergleich mit den betrachteten metallurgischen Systemen genommen. Die 
Extinktionswerte wurden über einen Faktor ξ mit den berechneten Stoffanreicherun-
gen in Beziehung gesetzt. Hierzu werden zuerst die Berechnungen für Mangan, die 
in Abbildung 8-8 dargestellt sind, herangezogen. Als Vergleich werden die spektralen 
Versuchsergebnisse mit der Spannungsabfolge von -30V, -25V, -20V, -15V, -10V, -
5V, 5V 10V, 15V, 20V, 30V Abbildung 7-30den Berechnungen gegenübergestellt. 
Der Extinktionswert, der linear proportional zur Konzentration des Tracers ist, wird 
hier mit dem prozentualen Wert des Begleitelementes, gleichgesetzt.  
Mit der folgenden Formel wurde der Faktor ξ durch empirisch Wiederholung und 
Annäherung ermittelt:  
( ) iiii MMMM +⋅−= − ξ1*  Gleichung 8-20 
iM  = Messpunkt an der Stelle i 
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*
iM  = korrigierter Messpunkt an der Stelle i 
Für Mangan ergab sich ξ = 45. Damit wurden die Messergebnisse des Wassermo-
dells mit der mathematischen Berechnung für das metallurgische System vergleich-
bar gemacht (Abbildung 8-11). 
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Abbildung 8-11: Vergleich der Berechnung mit den korrigierten Versuchsdaten für Mangan. 
Die Stoffübergänge in den einzelen Kaskadenstufen wurden gesondert untersucht. 
Durch eine Modifikation der Spannungsabfolge (auf: -25V, -20V, -15V, -10V, -7,5V, -
5V, 2,5V, 7,5V, 12,5V, 15V, 20V, 25V) in der Versuchskaskade konnten die Kurven 
der Stoffübergänge einander fast vollständig angenähert werden (Abbildung 8-12).  
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Abbildung 8-12: Vergleich der Berechnung mit den geänderten Spannungen und korrigierten Ver-
suchsdaten für Mangan. 
In ähnlicher Weise wurde bei Vanadium und Chrom verfahren. 
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Bei Vanadium ergab sich ein Faktor von ξ  = 28 und bei Chrom von ξ  = 13. 
Auch die Spannungsabfolgen wurden empirisch optimiert (Vanadium: -25V, -22,5V, -
17,5V, -12,5V, -10V, -7,5V, 2,5V, 7,5V, 12,5V, 15V, 20V, 25V; Chrom: -25V, -22,5V, -
17,5V, -12,5V, -10V, -7V, 5V, 10V, 15V, 15V, 20V, 27,5V), vergleiche Abbildung 8-13 
und Abbildung 8-14.  
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Abbildung 8-13: Vergleich der Berechnung mit den geänderten Spannungen und korrigierten Ver-
suchsdaten für Vanadium. 
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Abbildung 8-14: Vergleich der Berechnung mit den geänderten Spannungen und korrigierten Ver-
suchsdaten für Chrom. 
Durch die oben angewendete Vorgehensweise kann man mit einem physikalischen 
Modell in Kombination mit der mathematischen Berechnung das Verhalten metallur-
gischer Systeme abbilden. 
Weitere ausgewählte Ergebnisse sind in Anhang dargestellt.  
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9 Folgerungen und Zusammenfassende Betrachtung 
 
Durch die aufgeführten Ergebnisse ist ersichtlich, dass das physikalische elektro-
chemische Modell und das mathematische Modell gleichermaßen, wie auch eine 
Kombination aus beiden, sich für die modelltechnische Modellierung gut eignen. 
Auch komplizierte Schlacken- / Schmelzenstoffübergänge sind mit dieser Versuchs-
anordnung nachzubilden (Vergleiche hierzu auch die Abschnitte 12.6 und 12.7). 
Damit wurde gezeigt, dass diese neue Modelltechnik (mit ionischen Tracern und 
Spannungsfeld) die Stoffübergänge der Schlacken-/ Schmelzenreaktionen gut simu-
liert. Die ionischen Tracer bieten den weiteren Vorteil, dass das Sauerstoffpotential 
und die damit verbundenen Stoffübergänge nachgebildet werden können und ermög-
lichen somit eine bessere Steuerung der Modellapparatur im Unterschied zur der 
gängigen Technik, die die Stoffübergänge ohne Spannungsfeld, nur mit Osmose 
bzw. Diffusion nachbildet.  
Ein weiterer Vorteil der Methode mit Spannungsfeld kann auch darin gesehen wer-
den, dass verschiedene Tracer zusammen eingesetzt werden können, um verschie-
dene Stoffe in Schlacke und Schmelze zu simulieren. Somit können auch komplexe 
Vorgänge modelliert werden, was allerdings in weiteren Arbeiten untersucht werden 
müsste.  
Wie schon in anderen Arbeiten wie z.B. M. Fischer [ 16 ] gezeigt wurde, muss das 
Schlacken- / Schmelzenverhältnis ausgewogen sein, da sich sonst keine oder nur 
eine geringfügige Anreicherung einstellt.  
Als Ergebnis dieser Teil der Untersuchungen kann festgehalten werden, dass physi-
kalische, elektrochemische und mathematische Modelle zueinander äquivalent sind. 
 
Für die kontinuierliche Stahlerzeugung sind zahlreiche Verfahren vorgeschlagen 
worden. Es fehlen aber immer noch Untersuchungen einzelner Prozessschritte, um 
den Gesamtablauf beurteilen und optimieren zu können. Dazu benötigt man Modelle 
für die Konzentrationsverläufe der Begleitstoffe längs der Reaktoren im stationären 
Zustand.  
Man kann erwarten, dass der Stoffaustausch zwischen Metall und Schlacke in einer 
Gegenstromrinne ohne Rückvermischung die besten Ergebnisse hat. In der vorlie-
genden Arbeit wurden die Verhältnisse in einer Kaskade von Gegenstromreaktoren 
anstelle einer Gegenstromrinne untersucht und theoretische Kaskadenmodelle ent-
wickelt. Es wurden mathematische und physikalische Modelle getestet. Für die   
Überprüfung mussten sowohl die konvektiven als auch die chemischen Triebkräfte 
des Stoffaustauschs zwischen den beiden Phasen simulierbar sein. 
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Im physikalischen Modell bestanden die gegensinnig strömenden Phasen aus Was-
ser, dem einseitig ein ionogener Tracer zugesetzt wurde. Die Phasengrenze simulier-
te eine Elektrodialysemembran. Die chemische Triebkraft für den Stoffaustausch 
wurde durch ein über die Membran angelegtes elektrisches Feld ersetzt, das den 
Ionentransport bewirkte. Die Zulässigkeit dieser Vorgehensweise wurde überprüft 
und die quantitative Beziehung für die Umrechnung zwischen Modell und Original 
hergeleitet.  
Phänomenologisch wurde die ausgetauschte Stoffmenge proportional zur Differenz 
der Konzentrationen c des Tracers in den beiden Phasen angenommen. Für beidsei-
tig gleiche Standardzustände und Stofftransport nahe dem Gleichgewicht ließen sich 
die Triebkräfte auch durch die Differenz der chemischen Potentiale µ beziehungs-
weise mit der Differenz der Aktivitäten a ausdrücken. Für die elektrochemischen 
Vorgänge wurde die Differenz der elektrochemischen Potentiale ε benutzt, die zu-
sätzlich zu µ einen additativen Term mit der Ladungszahl z, der Faraday – Konstan-
ten F und dem elektrischen Potential E enthalten. Durch Vergleich der beiden Fälle 
ergab sich die Äquivalenzgleichung [ ] RTEzFa A /ln ∆= . Sie zeigt, dass der Übergang 
des Stoffes X zwischen den beiden Phasen im Fall des elektrischen Spannungsun-
terschiedes durch ∆E bestimmt wird und im Fall der chemischen Reaktion von Stoff 
X mit Stoff A durch die Aktivität von A. Erst nach Herleitung dieser Beziehung in der 
vorliegenden Arbeit lassen sich nunmehr Stoffübergänge mit chemischen Reaktionen 
durch Phasenübergänge mit elektrischen Potentialunterschieden modellieren.  
Für die Gegenstromkaskade mit n Reaktoren wurde ein neues mathematisches Mo-
dell hergeleitet, das die lokalen Austauschmassenstromdichten in den Reaktoren 
berücksichtigt und eine literaturbekannte Annahme der Gleichgewichtseinstellung in 
jeder Zelle nach dem Nernstschen Verteilungssatz vermeidet: Denn eine solche 
Annahme ist nur in Sonderfällen und in der betrieblichen Praxis selten zu erfüllen. 
Aus den Massenbilanzen der einzelnen Zellen und den phänomenologischen An-
nahmen für die Triebkräfte und die Transportwiderstände ergab sich die Kaskaden-
gleichung für n Reaktoren. Für n ∞→  wurde sie identisch mit der bekannten Glei-
chung für die Gegenstromrinne, was die Richtigkeit der Annahmen und die Kompati-
bilität der Herleitung bestätigt.  
Das physikalische Kaskadenmodell bestand aus vier bis zwölf zylinderförmigen Ple-
xiglaszellen, die je eine Zellulosemembran der Firma Membrana enthielten, deren 
Porengröße bis zum Zehnfachen über der Lineardimension der Moleküle des als 
Tracer verwendeten Säurefuchsins lag. Säurefuchsin (C20H17N3Na2O9S3) wurde 
ausgewählt, weil es ionogen in Wasser löslich ist, das auf beiden Seiten der Memb-
ran als Modellfluid verwendet wurde. Seine Konzentration war visuell durch den Grad 
der Rotanfärbung abzuschätzen und spektroskopisch quantitativ zu bestimmen. Auf 
diese Weise wurde der Verlauf der Änderung der Tracerkonzentrationen längs der 
Kaskade in Abhängigkeit von den freien Parametern festgestellt. Diese waren: Kon-
zentrationen des Tracers im Zulauf, Volumenströme der beiden Modellfluide, in den 
Einzelzellen angelegte Spannungen und deren Reihenfolgen. Die Ergebnisse ermög-
lichten eine Nachbildung der Konzentrationsverläufe von Begleitstoffen.  
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Aufgrund der chemischen Reaktion zwischen den Stoffen X und A sowie des Kon-
zentrationsgefälles des Stoffes A beziehungsweise des elektrischen Potenzialgefäl-
les entlang der Reaktorkaskade stellen sich experimentell Konzentrationsmaxima 
ein, die auch nach dem mathematischen Modell zu erwarten sind. Die Verläufe der 
Kurven und der Wert Ihrer Maxima lassen die Folgerung zu, dass die Anreicherung 
auf Grund eines inneren Kreislaufs des Tracers erfolgt, denn nur so sind Maximal-
werte zu erklären, die über den Konzentrationen im Zu- und Abfluss liegen. Densel-
ben Effekt haben K. H. Schubert und E. Steinmetz [ 41 ] auf der Grundlage theoreti-
scher Überlegungen für eine Gegenstromrinne vorausgesagt; er wird mit dieser Ar-
beit zum ersten Mal experimentell für eine Gegenstromkaskade bestätigt. 
Die Messergebnisse für die Konzentrationsverläufe am physikalischen Modell unter 
typischen Bedingungen wurden verglichen mit den Anreicherungsverläufen von 
Mangan, Vanadium oder Chrom in Eisen, die sich durch Auswertung der in dieser 
Arbeit hergeleiteten mathematischen Modelle ergaben. Die Auswertung des Kon-
zentrationsverlaufes in Abhängigkeit von Anfangs- und Endkonzentrationen, relativen 
Schlackenmengen, Umsatzzahlen, Sauerstoffaktivitäten, Gleichgewichtskonstanten 
und Austauschflächen erfolgte mit typischen Anlagen- und Literaturwerten. Obwohl 
die beiden Kurvenzüge für Experiment und theoretischen Berechnung ähnliche For-
men haben und ihre Maxima an gleicher Stelle erreichen, erhält man nach den Mo-
dellrechnungen wesentlich größere Anreicherungswerte in den einzelnen Stufen und 
höhere Maximalwerte als bei den Modellversuchen. Das ist die Konsequenz daraus, 
dass bei den Modellversuchen nicht alle Ähnlichkeitsparameter in vollem Umfang 
angepasst werden konnten. So haben sowohl mathematische als auch physikalische 
Modelle ihre Berechtigung für die Simulierung von Vorgängen in der Praxis.  
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10 Zusammenfassung 
In der vorliegenden Arbeit wurden die Grundgleichungen für die Gegenstromkaskade 
auf Grundlage der bereits aufgestellten Gleichungen für die Gegenstromrinne herge-
leitet, und es wurden Äquivalenzgleichungen aufgestellt, die den Stoffumsatz auf 
Grundlage des Konzentrationsunterschiedes bei chemischen bzw. elektrochemi-
schen Vorgängen in den Phasen behandeln. 
Die Gleichungen betrachten das elektrochemische Potential im Bezug auf zwei ge-
genläufig strömende Flüssigkeiten, wobei deren Rezirkulation mit in die Überlegun-
gen eingeschlossen wurde. 
Die mit diesen Gleichungen ausgeführten Berechnungen zeigen eine Anreicherung 
von Begleitstoffen längs der Kaskade. Dieser Effekt wurde in ausgewählten Syste-
men untersucht. Dazu wurden zahlreiche Modellexperimente durchgeführt, bei denen 
die Kaskade 2 bis 12 Reaktoren hatte. In der Kaskade wurden elektrische Potential-
unterschiede als Triebkraft des Stoffumsatzes gewählt. Die Phasengrenzfläche wur-
de durch eine Membran simuliert, durch die der Stofftransport erfolgte. 
Diese experimentellen Untersuchsuchungen bestätigten die Gleichungen für den 
Stoffaustausch und die Stoffanreicherung in der Kaskade. 
Die Ergebnisse zeigen, dass das physikalische elektrochemische Modell und das 
mathematische Modell gleichermaßen - wie auch eine Kombination aus beiden - sich 
für die Modellierung gut eignen. 
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12 Anhang 
12.1 Messungen mit der Gegenstromrinne 
Nach den Vorversuchen zeigte sich, dass grundsätzlich nur zwei sinnvolle Formen 
für den Versuchsaufbau in Frage kommen: Entweder freie Phasengrenze oder mit 
einer durch eine Membran simulierten Phasengrenzfläche.  
Bei der Variante „freie Phasengrenzfläche“ streuten die Messwerte stark und dieses 
Verhalten konnte auch trotz mehrmaliger Umbauten nicht geändert werden.  
Diese Streuung der Versuchsergebnisse kann vor allem auf die nicht genau zu defi-
nierende Position und Einströmung in die Injektionsnadeln der Entnahmevorrichtung 
zurückgeführt werden. Deshalb ergab sich nur ein ungenaues Bild der Vorgänge in 
der Versuchsapparatur. Visuell war jedoch eine eindeutige An- und Entfärbung im 
Zuflussbereich und Ausflussbereich zu beobachten wie auch eine deutliche Verfär-
bung in der Mitte der Rinne. 
Aufgrund dieser nicht zu überwinden Probleme wurde die Messung an diesem Mo-
dell verworfen und der Versuchsaufbau des Rinnenmodells ist hier nur zur Vervoll-
ständigung beschrieben.  
Abbildung 12-1 zeigt eine Skizze einer Rinne mit freier Phasengrenzfläche. Diese 
sollte zur Validierung der Versuchsergebnisse dienen, konnte aber aus den be-
schriebenen Gründen nicht eingesetzt werden. 
Diese Störgrößen konnten in der Bauform einer Kaskade mit simulierter Phasen-
grenze eliminiert werden, da es hier möglich war, die Messstellen zwischen den 
einzelnen Reaktionsräumen anzuordnen. Die Kaskade mit mehreren Einzelreaktoren 
erlaubte zusätzlich eine bessere Einstellung und Eingrenzung der einzelnen Reakti-
onsparameter und somit eine gezielte Steuerung der Apparatur.  
∆U ∆U ∆U ∆U ∆U
Alkohol
Wasser
mit 
Tracer
 
Abbildung 12-1: Rinnenmodell; Geometrie ist dem Reaktorraum der Aachener Gegenstromrinne 
nachgebildet 
 
Das Rinnenmodell, wie in Abbildung 12-1 skizzenhaft dargestellt, wurde aus Plexi-
glas mit einer Wandstärke von 5 mm gefertigt. Es hat die Innenmaße 600x100x100 
mm. Die Zulaufsbohrung für die Phase mit geringerer Dichte ist mittig in einer Höhe 
von 35 mm angebracht. Der Ablauf ist mittig als Überlauf in einer Höhe von 63 mm 
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angebracht. Mit Hilfe eines Trennbleches erfolgt der Zufluss der wässrigen, dichteren 
Phase über die gesamte Rinnenbreite in Höhe von 3 mm über dem Beckenboden. 
Der Ablauf ist durch ein Trennblech in Höhe von 27 mm von der Phase mit geringe-
rer Dichte getrennt. Der Abfluss der wässrigen Phase ist durch einen Schieber in der 
Höhe variabel einstellbar, um die Grenzfläche der beiden Phasen in einer Höhe von 
ca. 30 mm einstellen zu können. Die unteren Platinelektroden sind auf Plexiglasdis-
tanzstücke in einer Höhe von 20 mm gelagert. Die oberen Elektroden werden von je 
einem elektrisch leitendem Stab und einer isolierten Halterung in einer Höhe von 40 
mm fixiert. Die Stromversorgung erfolgt bei den oberen Elektroden durch die Stäbe, 
während die unteren Elektrodenplatten durch je ein Kabel angeschlossen sind, das 
durch die Wand des Versuchsbeckens geführt ist. Die sich jeweils vertikal gegenü-
berliegenden Elektroden bilden einen Stromkreis, der mit je einem Amperemeter 
bestückt ist und an einen Transformator angeschlossen ist. Über den Transformator 
wird für jedes Elektrodenpaar die Spannung individuell geregelt.  
 
12.2 Variation der Versuchsparameter 
Als Versuchsfluid wird Wasser verwendet, da sich darin die Tracer leicht in den er-
forderlichen Konzentrationen von etwa 10-3 bis 10-6 mol/l lösen lassen und die Ionen 
in diesen Bereichen vollständig dissoziiert vorliegen. Als Zusatzstoff wurde Säure-
fuchsin erfolgreich erprobt und ausgewählt, weil es die Lösung anfärbt und außer-
dem spektralphotometrisch einfach und schnell nachzuweisen ist. Andere Stoffe (wie 
z.B.: Ammoniumsulfat, Eosin, Uranin, Zitronensäure etc) wurden getestet und ver-
messen, damit sie im Falle eines Wechsels der Substanz verfügbar gewesen wären. 
Die Membranen wurden in Vorversuchen hinsichtlich eines relativen Anreicherungs-
effektes sowie auf Säuren-/ Basenresistenz und Druckresistenz geprüft, da nur 
Membranen in die engere Auswahl genommen wurden, die die gewünschten Eigen-
schaften wie Selektivität, Porigkeit, und Ladung besaßen. Nach dieser Prüfung wur-
de die Membran Cuprophan als positiv und Hemophan als negativ geladene Memb-
ran der Firma Membrana ausgewählt, die eine angemessene Anreicherung liefern; 
sie sind dann gleichbleibend für alle Versuche in allen Reaktoren eingesetzt worden. 
Die elektrochemischen Grundgleichungen für den Stofftransport zeigen, dass dabei 
u. a. die Konzentration der Ionen und deren Beweglichkeit von Einfluss sind. Insofern 
spielt zwar die Art des Zusatzstoffes, vor allem aber die damit eingestellte Konzentra-
tion eine Rolle, denn sie muss aus Modellierungsgründen in weitem Bereich variier-
bar sein (von etwa 10-3 bis 10-6 mol/l). Die Lösungsgrenze des Stoffes in den Modell-
flüssigkeiten musste weit unterschritten werden, da hier sonst Ausfällungserschei-
nungen aufgetreten wären und somit kein zeitlich konstantes Maximum hätte erzeugt 
werden können.  
Der Stofftransport der Ionen durch die Membran bei angelegtem elektrischen Feld 
bewirkt hinter und vor der Membran eine Zu- bzw. Abnahme dieser ladungsbehafte-
ten Teilchen. Im ruhenden Fluid erfolgt eine Nachlieferung der Teilchen nur durch 
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molekulare Diffusion und Migration. Im durchströmten Reaktor verursachen zusätz-
lich sowohl die frisch zufließende Lösung als auch die durch die Zuströmung ange-
fachten großräumigen Strömungsbewegungen einen konvektiven Ausgleich der 
Konzentrationen. Dieser Konvektionseinfluss ist in einer typischen Form in Abbildung 
4-10 zu erkennen, welche mit dem Programm FLUENT erstellt wurde. Deshalb ist 
der Durchflussmengenstrom und das von ihm initiierte Strömungsfeld in den Reakto-
ren besonders wichtig. Hierzu wurde zusätzlich die Strömung in den Zellen mit einem 
Verweilzeitspektrum gesondert untersucht, indem konzentrierte Säurefuchsinlösung 
eingespritzt und der Verlauf der Anfärbung verfolgt wurde.  
Für die Durchmischung der Modelllösung spielte die geometrische Gestaltung des 
Reaktorraums eine besondere Rolle. Hierzu wurden mit dem numerischen Strö-
mungssimulationsprogramm FLUENT Berechnungen angestellt und der Reaktor-
raum optimiert, wie in Kapitel 4.2.7 beschrieben wird. 
Bei den Versuchen sind Durchflussgeschwindigkeit, Stromstärke und Spannung in 
dem gesamten Kaskadenmodell so variiert worden, dass sich aus dem Zusammen-
spiel der Einzelwerte eine Anreicherung ergab. Ermittelt wurde insbesondere, wie 
diese gemeinsam mit den anderen freien Versuchsparametern eine Optimierung der 
Anreicherung ermöglichen. 
Nicht abzusehen waren die Einflüsse, die die Entnahme der Proben auf den Wert der 
Anreicherung sowie auf deren räumlichen und zeitlichen Verlauf haben. Die Orte der 
Probenentnahme wurden deshalb jeweils zwischen den Reaktoren gewählt.  
 
Durch alle vorangegangenen Überlegungen konnte die Anzahl der variablen Ver-
suchsparameter eingegrenzt werden. Diese waren: 
- Fluide Medien (Butanol / Isopropyl / Isopropanol / Wasser) 
- Art der Tracer 
- Konzentration der Tracer 
- Spannungen jeder einzelnen Zelle (z.B. für sechs Zellen sechs variable 
Spannungen) 
- Strömungsgeschwindigkeit des Systems auf der Wasserseite 
- Strömungsgeschwindigkeit des Systems auf der Tracerseite 
- Zu- und Abflüsse am Maximum der Aufkonzentrierung 
 
12.3 Messungen mit Ammoniumsulfat 
Um die Versuchsergebnisse mit Säurefuchsin in Qualität und Verifizierbarkeit zu 
überprüfen, wurden orientierende Versuche mit Ammoniumsulfat in der Kaskade 
durchgeführt. Wie in Kapitel 4.2.3 erörtert, kamen auch andere Substanzen in Frage. 
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Ammoniumsulfat (NH3)2SO4 dissoziiert in Wasser zu NH4+ und SO4- und bildet somit 
eine Säure wie auch eine leichte Base. Durch eine Änderung der Membran (Proto-
nen- oder Elektronendurchlässigkeit) und Umkehr der Polung des elektrischen Fel-
des kann sowohl die Säure wie auch die Base angereichert werden (vergl. Abbildung 
12-2). 
Anode: 4OH- - 4e - --> O2 + H2O
Kationen
Phase 1
-Membran
2H+ +SO42- --> H2SO4
SO42- NH4+ 
Kathode: 4H+ + 4e - --> 2H2
OH- + NH4+ --> NH4 OH
2NH4+ + 2e- --> 2NH +H3 2
 
Abbildung 12-2: Funktionsweise der Elektrodialyse mit Ammoniumsulfat 
Zur Aufnahme der Messwerte wurde ein pH – Messgerät eingesetzt. Um zusätzlich 
den Stoffübergang zu bestimmen und somit eventuelle Messfehler auszuschließen, 
wurde ein Amperemeter in jeden Stromkreis der einzelnen Elektrodenpaare einge-
setzt. In Abbildung 12-3 sind die Messstellen und in Abbildung 12-4 sowie in 
Abbildung 12-5 sind typische pH- und Amperewerte einer zweistufigen Kaskade über 
der Zeit aufgetragen. Die Messpunkte 3 und 4 blieben im Zeitverlauf nahezu bei 
Ihren Anfangswerten und sind daher in Abbildung 12-4 nicht als Kurve eingetragen 
worden. 
Wasser
mit
Tracer
Wasser
∆Α1 ∆Α2
1 2
5
3
4 6
 
Abbildung 12-3: Schema der Messpunkte für Abbildung 12-4  
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Abbildung 12-4 Ammoniumsulfat in einer zweistufigen Kaskade über die Zeit bei 5V. 
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Abbildung 12-5: Ammoniumsulfat in einer zweistufigen Kaskade über die Zeit bei 7,5V 
Ein typisches Beispiel für die Verläufe der Kurven bei Messungen mit Ammoniumsul-
fat ist in Abbildung 12-6 zu sehen. Hierbei ist die Anreicherung zwar, bedingt durch 
die nur zweistufige Kaskade, in lediglich geringer Ausprägung erkennbar. Jedoch ist 
eindeutig eine äquivalente Anreicherung wie bei den Versuchen mit Säurefuchsin zu 
erkennen. 
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Abbildung 12-6 Durchschnittswerte der Anreicherung mit Ammoniumsulfat einer zweistufigen        
Kaskade. 
Die Messungen mit pH – Bestimmung erwiesen sich in der Praxis als zu zeitaufwen-
dig, da schon zwei Tage für Messung und Auswertung bei zwei Reaktoren benötigt 
wurden. Deshalb konnte dieses Verfahren nur für Kaskaden mit geringer Reaktoren-
anzahl eingesetzt werden. 
 
12.4 Vergleich der Maximalwerte 
In Abbildung 12-7 sind die Maximalwerte der Anreicherung gegen die Summe der 
Spannungsbeträge aufgetragen. Die einzelnen Graphen gelten für die Wasser- oder 
Tracerseite wie auch verschiedene Einlaufkonzentrationen auf der Tracerseite. Es ist 
ein annähernd linearer Zusammenhang der Spannungen mit den Maximalwerten der 
Anreicherung zu erkennen.  
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Abbildung 12-7: Vergleich der Maximalwerte (Wasser- und Tracerseite) mit den Summen der Span-
nungsbeträgen bei einer Durchflussgeschwindigkeit von 20 ml/min. 
In Abbildung 12-8 sind die Maximalwerte der Anreicherung gegen die Summe der 
Spannungsbeträge bei unterschiedlichen Einlaufkonzentrationen und Durchsätzen 
aufgetragen. Auch hier ist wiederum ein annähernd linearer Verlauf der einzelnen 
Graphen erkennbar. 
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Abbildung 12-8: Vergleich der Maximalwerte (Wasser- und Tracerseite) mit den Summen der Span-
nungsbeträgen bei verschiedenen Durchflussgeschwindigkeiten und Anfangskonzent-
rationen. 
In Abbildung 12-9 sind Maximalwerte der Anreicherung gegen die Einlaufkonzentra-
tionen auf der Tracerseite aufgetragen. Die Graphen stellen jeweils die Wasser- und 
Tracerseite dar. Die Durchflussmenge ist 20 ml/min und die Spannung entlang der 
Kaskade ist mit -30V, -25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V 10V, 15V, 20V, 30V eingere-
gelt.  
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Abbildung 12-9: Vergleich der Maximalwerte (Wasser- und Tracerseite) mit den Einlaufkonzentratio-
nen auf der Tracerseite mit konstantem Durchfluss von 20 ml/min und konstanter 
Spannungsabfolge von -30V, -25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V 10V, 15V, 20V, 30V. 
In Abbildung 12-10 sind Maximalwerte der Anreicherung gegen die Durchflussmen-
gen aufgetragen. Die Graphen stellen die Wasser- und die Tracerseite dar. Die 
Durchflussmengen verhalten sich verkehrt Proportional zu der Summe der Span-
nungsbeträge und den Einlaufkonzentrationen.  
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Abbildung 12-10: Vergleich der Maximalwerte (Wasser- und Tracerseite) mit Durchflussgeschwindig-
keit en bei einer konstanten Eislaufkonzentration auf der Tracerseite und einer kon-
stanten Spannungsabfolge. 
Aufgrund der Abbildung 12-7 bis Abbildung 12-10 kann man folgern, dass das Modell 
etwa linear auf eine Änderung der Summe der Spannungsbeträge, der Einlaufkon-
zentration des Tracers und der Durchflussmenge reagiert.  
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Diese Linearität setzt voraus, dass die Spannungsabfolge über konstante Schritte 
von 5 V abfällt (-30V, -25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V).  
 
12.5 Prinzipien der gewählten Modelle 
In zweiphasigen, flüssigen Reaktionssystemen ist der Stoffübergang über die Pha-
sengrenzfläche entweder durch die Geschwindigkeit der chemischen Reaktion oder 
durch die Transportgeschwindigkeit beeinflusst, je nach dem welcher dieser Prozes-
se langsamer abläuft. In Flüssigkeiten und Gasen findet der Stofftransport innerhalb 
der Phasen im Wesentlichen durch Konvektion statt; dadurch werden Konzentrati-
onsunterschiede im Kern der fluiden Phasen zum großen Teil ausgeglichen und 
können somit vernachlässigt werden. An der Phasengrenzfläche zu einer anderen 
Phase (Schlacke / Schmelze) bildet sich eine Grenzschicht aus, die als hauptsächli-
cher Widerstand für den Stofftransport angenommen werden kann ([ 21 ], [ 80 ]). 
Diese kann wie in Kapitel 4.1 beschrieben analog zum Wärmeübergang ermittelt 
werden.  
Hierbei gilt das 1. Ficksche Gesetz, welches in eindimensionaler Form mit der 
Transportrichtung in y – Richtung lautet:  
dy
dcFDn iii ⋅−=&  Gleichung 12-1 
Nach Whitman [ 81 ] kann für die transportkinetische Betrachtung dieses Vorgangs 
das Filmmodell, das in Abbildung 12-11 vereinfacht für eine Phasengrenzfläche zwi-
schen einem Fluid und einem Feststoff gezeigt ist, angenommen werden.  
 
Abbildung 12-11: Skizze der Filmtheorie nach Fitzer
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Dabei spielt es keine Rolle, ob der Kern der fluiden Phase turbulent oder laminar ist, 
da die gesamte Konzentrationsdifferenz als treibende Kraft für den Stoffübergang an 
der Phasengrenzfläche anliegt und die Grenzschicht an der Berührungsfläche hier 
als ruhend und zum Strömungsinneren hin (y – Richtung) als laminar fließend ange-
nommen werden kann, in der die Diffusion stattfindet [ 81 ]. Aus  Gleichung 12-1 folgt 
mit  
δδ
iiii ccc
dy
dc ′′−′
=
∆
=−  Gleichung 12-2 
( )ccDFcDFn iiiii ′′−′=∆= δδ&  Gleichung 12-3 
Daraus ergibt sich der Stoffübergangskoeffizient: 
δβ
iD
=  Gleichung 12-4 
Die Grenzschichtdicke δ  hat laut E. Fitzer ([ 80 ] S.149 ff.) „nur formalen Charakter, 
da zwischen laminarer Grenzschicht und turbulent vermischtem Phasenkern sicher 
keine scharfe Trennung besteht, sondern beide Bereiche kontinuierlich ineinander 
übergehen.“ ... „hat aber insofern grundsätzliche Bedeutung, als sie vom Stoffüber-
gangskoeffizienten und Diffusionskoeffizienten und damit von den stofflichen Eigen-
schaften der betreffenden Phase [abhängt], ferner vom Strömungszustand des Sys-
tems, welcher die Grenzschichtdicke bestimmt.“  
In der Verfahrenstechnik und in der metallurgischen Prozesstechnik werden die 
Transportvorgänge bevorzugt durch dimensionslose Kennzahlen dargestellt, weil es 
z.B. die Berechnung von Anlagen und ihren Vergleich vereinfacht. 
Erste Beiträge zur Formulierung eines Zusammenhangs zwischen dimensionslosen 
Kennzahlen für den Stoffübergang und Umsatzzahl ϕ  bei den verschiedenen Verfah-
rensweisen der Stahlerzeugung sind bereits in den sechziger Jahre angegeben wor-
den [ 46 ]. E. Steinmetz gab die Beziehung an: 
M
B
F
F
Sc
Sh
⋅
⋅
=
Re
ϕ  Gleichung 12-5 
Darin bedeuten: 
φ = Umsatzzahl, Sh =Sherwood – Zahl, Sc = Schmidt - Zahl, Re = Reynolds – Zahl,   
FB = Kontaktfläche Metall / Schlacke, FM = vom Metall durchströmte Fläche. 
Diese Darstellung ermöglicht den Vergleich zwischen den erreichbaren betrieblichen 
Wirkungsgraden der einzelnen Verfahren, ihren relativen Schlackenmengen und 
ihren Schmelzleistungen, wie in späteren Arbeiten gezeigt wurde. 
M. Zlokarnik gibt hierzu in seinen Veröffentlichungen wie z.B. [ 47 ] für den auf die 
Strömungsgeschwindigkeit v bezogen Stofftransportkoeffizienten β  die Kennzahlen-
gleichung an: 
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Rev ⋅
=
Sc
Shβ
 Gleichung 12-6 
wobei β  in der Einheit m/s ausgedrückt wird und somit der Gesamtterm dimensions-
los ist. Wird dieser Term durch das Flächenverhältnis  
B
M
F
Ff =*  Gleichung 12-7 
erweitert, kann dieser mit 12-5 gleichgesetzt werden. Daraus folgt, dass: 
*
v
f⋅= βϕ  Gleichung 12-8 
Durch das Flächenverhältnis FB / FM  wird bei E. Steinmetz ein Faktor eingeführt, in 
dem die Austauschfläche BF  auf die vom Metall durchströmte Fläche MF  bezogen 
wird. Aus FM lässt sich außerdem in Verbindung mit der Kontinuitätsgleichung der 
Volumenstrom herleiten bzw. auch die Geschwindigkeit des strömenden Mediums. 
Nach den weiteren Berechnungen von E. Steinmetz kann ϕ  auch als  
M
lB
&
⋅⋅
=
κϕ  Gleichung 12-9 
beschrieben werden [ 46 ]. 
In Bezug auf die Berechnungen in Kapitel 4.1.3, kann nach M. G. Frohberg [ 14 ] und 
R. Proplesch ([ 43 ], S. 36) bei geringen Konzentrationen der Aktivität a als 
iii fa c⋅=  Gleichung 12-10 
geschrieben werden, mit Vnc /= . Wobei  
const =if  
und bei entsprechenden Standardzuständen und hoher Verdünnung 
1=if  Gleichung 12-11 
gesetzt werden kann und damit die Aktivität annähernd gleich der Konzentration c 
wird. 
ca ≈  Gleichung 12-12 
Dabei wird eine 1% - Lösung als Standardzustand definiert. 
Demnach können die von E. Steinmetz mit dem Sauerstoffpotential Oa  für die be-
triebliche Praxis ausgeführten Berechnungen auch auf die Modellversuche in dieser 
Arbeit angewendet werden.  
 
Hierzu wird im Folgenden eine Übersicht über die dimensionslosen Kennzahlen 
gegeben, womit bei Bedarf weiterführende Rechnungen möglich sind. Diese Kenn-
zahlen werden auch zur Auswertung der eigenen Versuche benötigt, um die formale 
Analogie von konvektivem Stofftransport und der Wärmeübertragung zu zeigen. 
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Dabei ist zu beachten, dass der Stofftransport des ionischen Tracers durch ein elekt-
risches Feld bewirkt wird. Die Triebkraft für den Stofftransport ist deshalb das elekt-
rochemische Potential und nicht das chemische. In Kapitel 4.1 wird jedoch durch 
eine mathematische Herleitung gezeigt, dass diese zwei unterschiedlichen Potentiale 
gleichgesetzt werden können. Daraus ergibt sich eine Reihe von Fragestellungen, 
auf die eingegangen werden muss. 
Über die Vorgehensweise bei der Herleitung der dimensionslosen Kennzahlen exis-
tiert im großen Umfang Sekundärliteratur, von der hier nur wohlbekannte Standard-
texte zitiert werden, wie P. Grassman [ 21 ], J. Pawlowski [ 49 ], H. L. Langhaar         
[ 50 ], J. Szekely [ 51 ], M. Zlokarnik [ 47 ]. 
Die Ähnlichkeitstheorie ist in den einzelnen Gebieten der Technik oft mit großem 
Erfolg angewendet worden und spielt vor allem dann eine Rolle, wenn z.B. aus Kos-
tengründen von Kleinausführungen oder Modellen auf das Verhalten von Großaus-
führungen geschlossen werden soll (scale up). Solche Gebiete sind beispielsweise 
die Verfahrenstechnik, der Anlagenbau, der Schiffbau, die Karosseriegestaltung beim 
Automobil etc. Da die Ähnlichkeitslehre in jedem Fach jeweils anwendungsorientiert 
benutzt wird, wird sie heute in den Ingenieurwissenschaften nicht als allgemeines 
Grundlagenfach behandelt. Deshalb sollen ihre Fundamentalsätze hier kurz zusam-
mengefasst werden, die für die Herleitung von Kennzahlen in der vorliegenden Arbeit 
interessieren. 
Man kann für jedes technische Problem eine Liste der relevanten Größen aufstellen, 
die charakteristische Längenabmessungen, seine Zustands- und Transportgrößen 
sowie spezifische Prozessgrößen etc. enthält. Alle diese Systemgrößen sind Produk-
te von Grundgrößen (Länge, Masse, Zeit, Temperatur, elektrischer Strom). Man kann 
nun zeigen, dass sich die Anzahl der n relevanten Größen auf m wichtige Größen 
reduzieren lässt, wobei 
rnm −=  Gleichung 12-13 
und r die Anzahl der physikalischen Grundgrößen ist. Diese m Größen lassen sich 
jeweils als dimensionslose Kennzahlen Πi (i =1 bis m) darstellen, zwischen denen 
eine experimentell zu ermittelnde Beziehung der Form 
0),....,f( 21 =∏∏∏ m  Gleichung 12-14 
besteht. Werden die Messergebnisse für die Funktion f in doppelt - logarithmischer 
Auftragung dargestellt, so sind die durch Geraden approximierbaren Bereiche analy-
tisch als Potenzprodukte beschreibbar, was dann auch für die Form der Π - Bezie-
hungen gilt. Die Dimensionsanalyse und die Verwendung von dimensionslosen 
Kennzahlen haben also den Vorteil, dass sich in technischen Problemstellungen die 
oft große Anzahl der relevanten Einflussgrößen wesentlich reduziert, weil die einzel-
nen Kennzahlen als Quotienten aus den relevanten Grundgrößen gebildet werden. 
Die relevanten Größen eines komplexen Systems kennzeichnen die Spalten einer 
Matrix, deren Zerlegung in die physikalischen Grunddimensionen in den Zeilen der 
Matrix erfolgt (Vergleiche hierzu M. Zlokarnik [ 47 ] S.40 ff). 
Anhang 
Dipl.- Ing. A. Wilhelmi  - 170 - 
Ordnet man durch Versuchen (trial and error) die Reihenfolge der Spalten so an, 
dass links eine „Kernmatrix“ vom Rang r entsteht, die sich mit möglichst wenig Line-
arkombinationen der Zeilen in eine Einheitsmatrix verwandeln lässt, so können aus 
den Spalten der Restmatrix die dimensionslosen Kennzahlen Πi einfach nach folgen-
der Regel hingeschrieben werden: Im Zähler der Quotienten Πi erscheint jeweils die 
über der betreffenden Spalte stehende relevante Größe in erster Potenz und im 
Nenner von Πi die „Füllgrößen“ aus der Einheitsmatrix mit den Exponenten, wie sie 
spaltenmäßig in der Restmatrix aufgeführt sind. 
Aus diesem Schema lassen sich für die jeweilige Fragestellung spezifische Kennzah-
len herleiten. Aus Gründen der besseren Vergleichbarkeit empfiehlt es sich jedoch, 
bei bereits eingeführten Kennzahlensätzen zu bleiben. Im vorliegenden Fall sind die 
möglicherweise in Frage kommende Kennzahlen in Tabelle 12-1 ohne weitere Herlei-
tung angegeben.  
Die Kennzahlen für den Stofftransport werden in Analogie zu denen des Wärme-
transportes für die Konvektion hergeleitet, und sie werden untereinander so in Bezie-
hung gesetzt, wie dies z.B. für den Wärmeübergang mit der Nusselt – Zahl ge-
schieht: Nu = f1 (Re, Pr). Für die den Stoffübergang charakterisierende Sherwood – 
Zahl Sh muss demnach eine entsprechende Abhängigkeit von der Reynolds – Zahl 
Re und der Schmidt – Zahl (Sc = ν / D) als Analogon zur Prandtl – Zahl (Pr = ν / a) 
existieren: Sh = f2 (Re, Sc). Damit diese Analogie erfüllt ist, müssen die maßgeblichen 
Differenzialgleichungen von Impuls und Energie in beiden Fällen mit ihren Anfangs- 
und Randbedingungen formal übereinstimmen. 
Bei der Auswertung der vorliegenden Modellversuche für die Gegenstrommetallurgie 
mit den in der Verfahrenstechnik üblichen Kennzahlen ist jedoch zu beachten, dass 
die wirkliche Berührungsfläche zwischen Metall und Schlacke durch eine Membran 
im Modell ersetzt und dass das elektrochemische Potential die Triebkraft für den 
Stoffaustausch ist. Bei der Planung der Versuchsanordnung wurden diese Bedin-
gungen beachtet. Der Stofftransport durch die Membran wird im allgemeinen Fall 
durch die Konzentration auf beiden Seiten und durch die elektrische Spannung be-
stimmt und kann so gezielt simuliert werden. Diese Abhängigkeit wird in Kapitel 4.1 
hergeleitet werden. Durch Auswertung der Versuchsergebnisse kann die über die 
„Phasengrenze“ transportierte Stoffmenge und daraus der Wert des fiktiven Trans-
portkoeffizienten β für die Sherwood – Zahl ermittelt werden.  
Beim Stofftransport zwischen flüssigen Phasen können, unter Beachtung der sich 
dort ausbildenden Grenzschichten, die Werte im Einzelfall berechnet werden, falls 
spezielle Zusammenhänge untersucht werden sollen. Diese sind in der Literatur in 
allgemeinen Zusammenhängen schon behandelt (vergl. z.B. [ 48 ]). Für die globale 
Betrachtungsweise reicht es im generellen aus, einen allgemeinen Widerstand für 
den Stoffübergang einzuführen [ 18 ], [ 46 ]). 
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Verzeichnis der wichtigen Kennzahlen 
Name Symbol Formel Bemerkung 
Mechanische Verfahrenstechnik 
Reynolds Re v⋅L / ν ν ≡ η / ρ 
Froude Fr v2 / (L⋅g)  
 Fr´ v2ρ / (L⋅g⋅∆ρ) ≡ Fr⋅ρ / ∆ρ 
Thermische Verfahrenstechnik, Wärmetransport 
Nusselt Nu α⋅L / λ α = Wärmeübergangszahl 
Prandtl Pr ν / a a = λ / (ρ⋅c) Temp.- Leitfähigkeit 
 c = spez. Wärme 
Stanton St α / (v⋅ρ⋅c)  
Thermische Verfahrenstechnik, Stofftransport 
Bodenstein Bo v⋅L / D D = Diffusionskoeffizient  
≡ Re⋅Sc 
Lewis Le a / D ≡ Sc / Pr 
Schmidt Sc ν / D  
Sherwood Sh β⋅L / D β = Stoffübergangskoeffizient 
Stanton St β / v ≡Sh / (Re⋅Sc) 
Chemische Verfahrenstechnik 
Dammköhler I DaI νj⋅r⋅L / (cj⋅v) ≡ k⋅L / v ≡ k⋅τ 
Dammköhler II DaII νj⋅r⋅L2 / (cj⋅Dj) =k⋅L / Dj ≡ Da⋅Bo 
Dammköhler III DaIII ∆HR⋅r⋅L / (c⋅ρ⋅T⋅v) 
Dammköhler IV DaIV ∆HRrL / λT ≡ DaIII⋅Pe 
νj stöchiometrische Verhältniszahl für die Komponente j 
cj Mol – (Massen-) Konzentrationen 
r chem. Reaktionsgeschwindigkeit 
k Reaktionsgeschwindigkeitskonstante einer homogenen Reaktion 1. Ordnung, definiert 
durch dcj / dt = k⋅cj 
τ mittlere Verweilzeit 
∆HR Reaktionsenthalpie 
Tabelle 12-1: Relevante Größen und dimensionslose Kennzahlen [ 47 ]. 
 
12.6 Weitere Beispielberechnungen für Vanadium und Chrom 
Die Beispielberechnungen für Vanadium und Chrom werden in folgenden mit Ver-
suchsergebnissen verglichen, um auch bei Änderung der Randbedingungen die 
Übereinstimmung zu zeigen, siehe Abbildung 8-9 ff.  
Durch eine stark reduzierte Schlackenmenge (2,9%) und einen höheren Endwert der 
Sauerstoffaktivität (90%) am Schlackenausfluss und eine geringere Fläche wurde der 
Kurvenverlauf in Abbildung 12-12 ermittelt. 
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Abbildung 12-12: Angleichung der Berechnung an die Versuchsergebnisse durch Senkung des Sau-
erstoffpotentials. 
Durch eine Veränderung der Spannungsabfolge in den Versuchszellen von 30V, 
25V, 20V, 15V, 10V, 5V, -5V, -10V, -15V, -20V, -25V, -30V auf eine Spannungsab-
folge von 30,0V, 26,0V, 23,7V, 13,3V, -7,9V, -11,7V, -13,0V, 15,6V, 20,7V, 25,0V, 
34,7V ergab sich die Kurve in Abbildung 12-13, die eine weitgehende Übereinstim-
mung mit der Berechnung zeigt.  
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Stufenzahl der Kaskade
[X
] (%
)
Mathematische Berechnug Versuchsergebnisse
 
Abbildung 12-13: Angleichung der Versuchsergebnisse durch Veränderung der Spannungsabfolge an 
die Berechnung mit niedrigeren Sauerstoffpotential. 
Aus Abbildung 12-13 ist ersichtlich, dass die Berechnungen mit den Versuchsergeb-
nissen nahezu identisch sein können. 
Durch diese Veränderung der Randbedingungen zeigt auch die aus der Berechnung 
von Chrom als Begleitelement einen ähnlichen verlauf.  
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Abbildung 12-14: Korrigierte Berechnung von Chrom im Vergleich mit den Messwerten mit einer 
Spannungsabfolge von 30V, 25V, 20V, 15V, 10V, 5V und einer Anfangskonzentration 
von 1,600. 
Mit leicht abgeänderten Spannungen können diese weiter angenähert werden. Dazu 
wurde die Spannungsabfolge der Kaskade mit den Werten 35V, 30V, 25V, 20V, 5V, -
5V, -10V, -15V, -25V, -30V, -35V, -35V gespeist. Die Ergebnisse sind in Abbildung 
12-15 dargestellt. 
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Stufenzahl der Kaskade
[X
] (%
)
Mathematische Berechnung Versuchsergebnisse
 
Abbildung 12-15: Berechnung für Chrom mit veränderten Werten und daran angeglichene Versuchs-
ergebnisse. 
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Wie Abbildung 12-16 zeigt, sind die Ergebnisse der sechsstufigen Kaskade ebenfalls 
mit den mathematischen Berechnungen vergleichbar, dazu wurden diese mit der 
Spannungsabfolge von 50V, 25V, 20V, -20V, -25V, -50V verglichen. Die Anfangs-
konzentration lag bei 1,1%. 
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Abbildung 12-16: Angepasstes Ergebnis der mathematischen Berechnung für Chrom an die Ver-
suchsergebnisse der sechsstufige Kaskade. 
Durch Veränderung der Spannungsabfolge von 50V, 25V, 20V, -20V, -25V, -50V auf 
50V, 20V, 15V, 5V, -40V, -50V konnten die Versuchsergebnisse deutlich angenähert 
werden, wie Abbildung 12-17 zeigt. 
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Abbildung 12-17: An die mathematische Berechnung für Chrom angeglichene Spannungsabfolgen. 
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12.7 Sonderbetrachtung der Schlackenmengen in der Berechnung 
Eine typische Kurve der Anreicherung ist in Abbildung 12-18 zu erkennen. Sie gilt für 
den Fall einer Anfangskonzentration von 1,2% Mangan, einem Sauerstoffpotential 
von 14% am Ausfluss der Schlacke, einem Y-Wert von 0,1 (10% Schlacke) und einer 
Fläche von 1,1 m2. Man sieht, dass eine Aufkonzentrierung auf 20% in der Kaskade 
stattfindet und dass die Schmelze am Ausfluss der Kaskade eine Restkonzentration 
von 0,2% Mangan hat. 
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Abbildung 12-18: Mangan als Begleitelement in der Kaskade 
Bei zu hohen Schlackenmengen d.h. einem sehr hohen Sauerstoffpotential, wird 
keine Anreicherung stattfinden, da das Begleitelement zum überwiegenden Teil oxi-
diert und mit der Schlacke aus der Kaskade ausgetragen wird, wie Abbildung 12-19 
zeigt. Zum Vergleich wurden die Werte der Berechnung aus Abbildung 8-4 über-
nommen. Der Y – Wert (relative Gesamtschlackenmenge) wurde, um die Auswirkun-
gen einer zu hohen Schlackenmenge zu simulieren, von 0,1 (10%) auf 0,3 (30%) 
erhöht. Eine Anreicherung ist laut Berechnung hier nicht zu erwarten, da das Sauer-
stoffpotential zu hoch ist. Aus dieser Abbildung 12-19 kann man folgern, dass das 
Gleichgewicht zwischen Schlacke und Schmelze bzw. dem Begleitelement einge-
stellt sein muss.  
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Abbildung 12-19: Verlauf von Vanadium in der Schmelze bei einem hohen Y-Wert. 
Schon am linken Abbildungsrand, wo die Schmelze in die Kaskade eingeleitet wird, 
ist das Sauerstoffpotential so hoch, dass das Begleitelement oxidiert wird, wie auch 
in den folgenden Zellen. Die Konzentration des Begleitelementes sinkt stetig ab.  
Wird nun die Schlackenmenge verdreifacht, sinkt die Konzentration noch schneller 
ab, vergl. Abbildung 12-20. Durch das hohe Sauerstoffpotential wird das Begleitele-
ment fast vollständig oxidiert und dann mit der Schlacke aus der Kaskade ausge-
spült, vergl. Abbildung 12-18.  
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Abbildung 12-20: Berechnung der Anreicherung mit einer großen Schlackenmenge. 
Durch Zugabe einer kleinen Schlackenmenge stellt sich ein geringer Maximalwert 
ein. Durch diese geringe Schlackenmenge verschiebt sich die Aufkonzentrierung des 
Begleitelementes, hier Vanadium, zum Zufluss der Schlacke (rechter Abbildungs-
rand), weil das Begleitelement, bedingt durch das niedrige Sauerstoffpotential, nur zu 
einem geringeren Teil im Zuflussbereich der Schlacke oxidiert wird, wodurch sich 
eine geringere Anreicherung einstellt. Die Verschiebung der Maximalstelle zum Zu-
fluss der Schlacke ist also durch das geringe Sauerstoffpotential zu erklären:  
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Betrachtet man in Abbildung 12-21 die Reaktionen vom Zufluss der Schlacke (rech-
ter Abbildungsrand) hin zum Ausfluss der Schlacke (linker Abbildungsrand), so ist im 
Zuflussbereich der Schlacke die Oxidation des Begleitelementes größer als die Re-
duktion. Schon in Zelle neun (Stufenzahl der Kaskade) ist die Reduzierung und Oxi-
dierung des Begleitelementes ausgeglichen, so dass sich dort ein Maximum einstellt. 
In Zelle acht ist die Reduzierung des oxidierten Begleitelementes größer als die Oxi-
dation. In diesem Bereich ist das Sauerstoffpotential, bedingt durch die geringe 
Schlackenmenge, zu gering.  
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Abbildung 12-21: Zu geringe Schlackenmenge im Verhältnis zur Konzentration des Begleitelementes 
Erhöht man die Schlackenmenge leicht, unter sonst gleichen Randbedingungen, 
kann sich das Maximum ausgeprägter ausbilden, wie in Abbildung 12-22 ersichtlich. 
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Abbildung 12-22: Angepasste Schlackenmenge für die Konzentration des Begleitelementes 
Die hier ausgewählten Betrachtungen zeigen, dass das Verhältnis von Sauerstoffpo-
tential in der Schlacke und Schmelze und somit das Schlacken- / Schmelzen- Ver-
hältnis mit der Art des Begleitelementes abgestimmt sein muss, da sich sonst keine 
Anreicherung bzw. nur eine geringe Anreicherung einstellt.  
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12.8 Ausblick auf technische Anwendungsmöglichkeiten 
Da im Rahmen der vorliegenden Arbeit die Versuchsaufbauten Kaskaden simulieren 
sollen, in denen flüssiger Stahl gefrischt wird, soll in die Erörterung einbezogen wer-
den, wie die Anreicherung an Begleitelementen technisch nutzbar gemacht werden 
kann. Dazu bietet sich an, z.B. im Bereich des Konzentrationsmaximums, einen 
geringen Teilstrom des „Stahls“ auf der Tracerseite abzuzweigen. Interessant wäre 
auch eine Zugabe von frischer Schlacke in diesem Bereich zu simulieren, um eine 
zusätzliche Abreicherung der Begleitelemente im gefrischten Stahl zu bewirken. 
Abbildung 12-23 stellt diese beiden Fälle schematisch dar.  
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Abbildung 12-23: Schematische Darstellung einer Kaskade mit Zu- und Abflüssen im Maximum. 
Um Betriebsstörungen durch Einfrieren vorzubeugen und um die Berechnungen zu 
vereinfachen, ist bei der Schlackenzufuhr eine Vorerhitzung auf die Temperatur der 
Zugabestelle und somit auch die Verflüssigung erforderlich. Das als weiter vorne als 
linear längs der gesamten Rinne verlaufende Sauerstoffpotential hätte am Ort der 
Zugabe eine Sprungstelle, deren neuer Wert von den Eigenschaften der Schlacke 
und deren Menge abhängen würde.  
In den Modellversuchen, bei denen die Rinne durch eine Kaskade ersetzt und die 
Triebkraft für den Stofftransport durch eine Treppenkurve dargestellt ist, die das 
elektrische Potential in jeder Zelle simuliert, kann dieser Sprung im Sauerstoffpoten-
tial aufgrund der Schlackenzugabe durch einen entsprechenden Sprung im elektri-
schen Potential simuliert werden. Dies zeigt Abbildung 12-25 beispielhaft für den 
Fall, dass einem Volumenstrom von 20 ml/min in der Kaskade ein Volumenstrom von 
10 ml/min leicht angesäuertem Wasser mit Pufferlösung zugeleitet wird; dies ent-
spricht einem Volumen- oder Mengenstromverhältnis von 10 / 20 = 0,5, was gleich-
bedeutend ist mit 50% der normalen Schlackenmenge (=Volumenstrom Wassersei-
te). Der Spannungssprung von 15 V in der Versuchsanlage ist mit 50% der anfängli-
chen Spannung (bzw. des anfänglichen Sauerstoffpotentials der Schlacke) gleichzu-
setzen. Die Spannungsabfolge in Flussrichtung der Schlacke ist: -30V, -25V, -20V, -
15V, -10V, -5V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V. Wie in allen vorherigen Abbildungen 
sind die Messwerte der beiden Modellflüssigkeiten in der jeweiligen Flussrichtung 
dargestellt. 
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Abbildung 12-24: Spannungsabfolge der Abbildung 12-25. 
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Abbildung 12-25: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -20V, 
-15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit 10 ml/min Zufluss auf der 
Wasserseite, um eine Schlackenzugabe zu simulieren. 
Um das für die normale Stahlerzeugung nicht erwünschte Begleitelement zu nutzen, 
kann beim Gegenstromverfahren im Konzentrationsmaximum kontinuierlich ein ge-
ringer Teilstrom des Stahls abgezogen werden, um daraus das Begleitelement für 
weitere Verwendungen gewinnen. Zusätzlich müssten sich am Ende der Kaskade im 
Stahl (Tracerseite) geringere Konzentrationen des Begleitelementes einstellen.  
Um dies an der Versuchsanlage zu simulieren, wurden 20% der Flüssigkeit auf der 
Tracerseite abgezogen. Die Versuchsergebnisse sind in Abbildung 12-27 dargestellt. 
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Abbildung 12-26: Spannungsabfolge der Abbildung 12-27. 
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Abbildung 12-27: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -30V, 
-25V, -20V, -15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit 4 ml/min Abfluss auf der 
Tracerseite, um einen Schmelzenabzug zu simulieren. 
Eine Konsequenz aus den zwei vorhergehenden Versuchen (Zugabe von Schlacke 
und Abzug von Stahl am Maximum) ist, diese beiden zu koppeln. Durch das Abzwei-
gen eines geringen Teilstromes des Stahls im Maximum verringert sich die Endkon-
zentration des Begleitelementes am Ende der Kaskade, und der Teilstrom kann z.B. 
für einen sonderlegierten Stahl genutzt werden. Bei einer zusätzlichen Zugabe von 
Schlacke direkt hinter dem Abzugsort des legierten Stahls, können höhere Rein-
heitsgrade des Stahls nach dem Frischen erreicht werden. Jedoch muss hierbei 
darauf geachtet werden, dass die Reaktivität der Schlacke nicht zu hoch wird, da 
sich sonst keine Anreicherung einstellen würde. Die Ergebnisse der Versuche sind in 
Abbildung 12-29 gezeigt. 
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Abbildung 12-28: Spannungsabfolge der Abbildung 12-29. 
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Abbildung 12-29: Durchschnitt der Anreicherung bei einer angelegten Spannungsabfolge von -20V, 
-15V, -10V, -5V, 5V, 10V, 5V, 10V, 15V, 20V, 25V, 30V mit 10 ml/min Zufluss auf der 
Wasserseite (Schlackenzugabe) und 6 ml/min Abfluss auf der Tracerseite (Stahlab-
zug). 
Um eine bessere Vergleich der Kurven der einzelnen, oben aufgeführten Schritte zu 
ermöglichen, sind diese in Abbildung 12-30 gemeinsam dargestellt. 
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Abbildung 12-30: Zusammenfassung der Abbildung 12-25 bis Abbildung 12-29. 
 
Für die Stahlerzeugung kann das Gegenstromverfahren eine Reihe weiterer Vorteile 
bieten: 
Das Frischen des Stahls ist ein diskontinuierlicher Prozess, der zwischen dem konti-
nuierlichen Prozess der Rohstahlerzeugung (Hochofen) und dem den kontinuierli-
chen Prozess des Brammengießens steht. Durch Ersetzen des Prozesses durch 
einen kontinuierlichen Prozess können Energie und Kosten eingespart werden.  
Durch die Reduzierung des CO2- Ausstoßes können über den Zertifikatenhandel 
weitere Kostenreduzierungen erfolgen.  
Weitere Vorteile sind eine reduzierte Schlackenmenge und ein geringerer Anteil an 
Begleitelementen im gefrischten Stahl. Durch die Nutzung der Begleitelemente, die 
im Rohstahl vorhanden sind, können ohne zusätzlichen Kostenaufwand geringe 
Mengen an Legierungen für Stähle hergestellt werden. Die damit einhergehenden 
geringeren Aufwendungen an Erzen bieten weitere Kostenvorteile. 
Außerdem würden Verunreinigungen vermieden, die beim Einsatz von Kühlschrott im 
Konverter eingetragen werden.  
Durch Verringerung der zugekauften Schrottmengen könnten sich bei hohen 
Schrottpreisen weitere Kostenreduzierungen ergeben.  
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In der Kaskade muss die Entschwefelung nicht wie bisher entkoppelt werden, da 
dieses z.B. im „ersten“ Reaktor erfolgen kann. Dies ist auf zwei Wegen möglich: 
1) Wie in Abbildung 12-20 kann die Schlackenreaktivität höher gewählt wer-
den, so dass der Schwefel noch im letzten Reaktor, den die Schlacke 
durchfließt, oxidiert wird.  
2) In der Kaskade kann in diesen Reaktor neue Schlacke zugeführt werden.  
Auch eine Unterstützung der Verbrennung der Begleitelemente (Si, P, S, C) durch 
zusätzlich eingetragenen Sauerstoff (Aufblasen) könnten in diesem „ersten“ Reaktor 
erfolgen werden.  
Die Legierungselemente Cr, Mn, V, usw. haben laut Literatur verschiedene K  - Wer-
te (Gleichgewichtskonstanten) bzw. verschiedene chemische Wertigkeiten, so dass 
die Maxima entlang der Kaskade an verschiedene Stellen liegen müssten und somit 
weitgehend getrennt entnommen werden können. 
 
Die Anreicherungen im Gegenstrom könnten in verschiedensten Bereichen verwen-
det werden, die nicht nur auf die Stahlindustrie beschränkt sind. Weitere Bereiche 
sind z.B. die Chemie, die Biochemie und die Aufbereitung von Abfallstoffen.  
 
Interessant wird dieses Verfahren insbesondere für Wertstoffe, die durch Elektroex-
traktion getrennt werden können und bei denen ein hoher Protzentsatz nicht abge-
schieden wird. Durch Anreicherung in der Kaskade kann dieser Stoff, der sonst ein 
Abfallprodukt wäre, noch genutzt werden.
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